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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Warum Theoretische Physik im Lehramtsstudium?

e ... weil Sie Sachverhalte verstehen miissen, um sie erklidren zu kénnen. Nur wenn Sie ein iiber den Unter-
richtsstoff hinaus gehendes Versténdnis haben, konnen Sie entscheiden, welche begrifflichen Hilfsmittel
Sie in der konkreten Situation bei der Erklarung verwenden wollen und welche Details Sie erwéhnen
oder weglassen sollten. Mit Bertolt Brecht: , Ich rate, lieber mehr zu kénnen als man macht, als mehr
zu machen als man kann.*

o ... weil Sie aktuelle Entwicklungen in der Physik nur dann verfolgen und ggf. im Unterricht behandeln
konnen (Nobelpreise!), wenn Sie sie in ein Gesamtkonzept einordnen kénnen.

e ... weil die Vorlesungen der Experimentalphysik manchmal nicht die Zusammenh#nge und die zu Grun-
de liegenden Prinzipien heraus stellen. Damit besteht die Gefahr, dass die Physik als Reihung von
zusammenhanglosen Erfahrungstatsachen erscheint.

e ...weil nur im Zusammenwirken von Experiment und Theorie naturwissenschaftliche Erkenntnis ge-
wonnen werden kann. Das ist im Unterricht genauso.

e ... weil die Theoretische Physik Sie die Welt auf einem fundamentaleren Niveau verstehen ldsst, was
intellektuell und &sthetisch befriedigend ist, unabhéngig vom praktischen Nutzen.

1.2 Ziele und Arbeitsweise der Theoretischen Mechanik

Die Theoretische Mechanik soll folgendes leisten:

o Verstindnis der Bewegungen materieller Korper unter dem Einfluss von Kriften. Erkennen der zu
Grunde liegenden Gesetzméafigkeiten.

e Beschreibung der Bewegungen materieller Kérper unter dem Einfluss von Kréften. Voraussage der
Bewegungen.

Wir werden zunéchst kldren miissen, was die hier auftretenden Begriffe, insbesondere der Begriff der Kraft,
genau bedeuten.

Die Theoretische Mechanik hat also, wie allgemein die Theoretische Physik, das zweifache Ziel des
Verstéindnisses von allgemeinen GesetzméfBigkeiten und der quantitativen Beschreibung von Vorgéngen. Diese
beiden Ziele hingen eng zusammen. Die Arbeitsweise der Theoretischen Physik besteht in der Formulierung
von Theorien, d.h. Beschreibungen der allgemeinen Gesetzmiiligkeiten. Aus einer brauchbaren Theorie lassen
sich Voraussagen fiir Experimente herleiten, die dann gestatten, die Theorie zu iiberpriifen. Wie der Natur-
philosoph Sir Karl Popper sagte, kann man eine Theorie niemals beweisen aber im Prinzip leicht widerlegen
(falsifizieren). Experimente, die mit den Vorhersagen einer Theorie iibereinstimmen, stitzen diese, beweisen
sie aber nicht. Fiir die Widerlegung reicht dagegen eine Beobachtung aus, die der Theorie widerspricht. Das
Experiment ist immer die letzte Instanz in der Physik — die Grundgleichungen der Theoretischen Mechanik
lauten so und nicht anders, weil umfangreiche Experimente diese und nicht andere Gleichungen stiitzen.

Einige Bemerkungen hierzu:
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Man muss sich klar machen, was Popper mit ,,beweisen“ meinte: Man kann eine Theorie nicht in mathe-
matischer Strenge beweisen, aber viele physikalische Theorien sind im , juristischen® Sinne bewiesen,
nédmlich ,nach menschlichem Ermessen* wahr. Die englische Formulierung ,,without reasonable doubt*
ist noch treffender.

Die strikte Widerlegung einer Theorie durch ein Experiment im Sinne Poppers ist auch eine idealisierte
Vorstellung, da man nie absolut sicher ist, dass ein Experiment wirklich zeigt, was man denkt, dass es
zeigt.

Viele Theorien sind im Sinne Poppers falsifiziert. Zum Beispiel wissen wir, dass die Theoretische Mecha-
nik falsche Voraussagen macht, wenn wir sie auf mikroskopische Objekte wie Atome oder Elementarteil-
chen anwenden. Das bedeutet nicht, dass die Theoretische Mechanik nutzlos oder nur von historischem
Interesse wire. Wir wissen heute, dass sie den Grenzfall einer allgemeineren Theorie darstellt, ndmlich
der Quantenmechanik und letztlich der Quantenfeldtheorie. Es ist gut verstanden, unter welchen Be-
dingungen sie prézise Voraussagen macht. In diesen Féllen wire es unsinnig, die viel kompliziertere
Quantenfeldtheorie zu verwenden: Niemand wird ernsthaft versuchen, die Frequenz eines Federpendels
im Rahmen der Quantenfeldtheorie zu berechnen.

Die Theoretische Physik formuliert die zu Grunde liegenden Gesetzméfigkeiten in der Sprache der Ma-
thematik, weil das die fiir die Beschreibung quantitativer Zusammenhéinge am besten geeignete Sprache ist.
Daher werden wir zahlreiche mathematische Methoden verwenden. Aber Theoretische Physik ist nicht Ma-
thematik, dhnlich wie ein Werk der Literatur nicht mit der Sprache identisch ist, in der es verfasst ist. Die
Formulierung verwendet meist Begriffe der Analysis und der Linearen Algebra, nicht selten aber auch solche
der Gruppentheorie und Geometrie.

Die speziell in der Theoretischen Mechanik notwendigen mathematischen Hilfsmittel sind insbesondere

Lineare Algebra
Analysis (Differential- und Integralrechnung), einschlielich Vektoranalysis
Gewohnliche Differentialgleichungen

Variationsrechnung

Diese werden in der Vorlesung entwickelt oder wiederholt, soweit es notwendig erscheint. Variationsrechnung

ist z.B. praktisch nie Stoff von Einfiithrungsvorlesungen in der Mathematik.

1.3 Uberblick

Wir werden in dieser Vorlesung folgende Kapitel behandeln:

Kinematik — Definition der Begriffe, die wir zur Beschreibung der Bewegung von Koérpern brauchen
Newton-Mechanik — Newtons Axiome und Anwendungen

Planetenbewegung — die Motivation und historisch bedeutendste Anwendung der Newton-Mechanik
Mehrteilchensysteme — Erhaltungssétze, Stofle, kleine Schwingungen

Mechanik des starren Kérpers — Rotationen und Kreiseltheorie

Zwangsbedingungen und Lagrange-Mechanik — eine alternative Formulierung der Mechanik, die nicht
vom Koordinatensystem abhéngt und auch anwendbar ist, wenn die Bewegung Zwangsbedingungen
unterworfen ist

Hamilton-Mechanik — eine noch allgemeinere Formulierung der Mechanik unter Verwendung des Pha-
senraumes

Hamilton-Jacobi-Theorie — ein allgemeines Losungsverfahren fiir mechanische Probleme, zugleich eine
Formulierung, die den Ubergang zur Quantenmechanik erleichtert

Relativistische Mechanik — wie &ndern sich die Bewegungsgleichungen, wenn die Relativgeschwindig-
keiten nicht klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind?
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e Chaos — integrable und nicht integrable Dynamik und ihre Konsequenzen

Aufgrund der Kiirze dieser Mechanik-Vorlesung von 3 SWS werden wir einige Themen nur anreifen kénnen.

1.4 Mehr oder weniger empfohlene Lehrbiicher

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band 1: Klassische Mechanik, 8. Aufl. (Springer-Verlag,
Berlin, 2006) und Band 2: Analytische Mechanik, 7. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin, 2006): Die gesamte
Reihe von Lehrbiichern ist empfehlenswert. Nolting legt relativ grofles Gewicht auf das Einiiben der
Formalismen und entsprechend weniger auf die ausfiihrliche Diskussion des physikalischen Gehaltes. Er
fiihrt Herleitungen oft im Detail vor, wo andere Autoren nur das Ergebnis angeben. Die Darstellung ist
fast immer klar. Die Biicher enthalten viele gut Ubungsaufgaben mit Losungen und Kontrollfragen. Die
Theoretische Mechanik ist auf zwei Bénde verteilt. Der 1. Band beginnt mit einer recht ausfiihrlichen
Wiederholung der relevanten mathematischen Methoden. Angenehmes Format und Layout. Leider ohne
Literaturverzeichnis. Moderne Themen wie Integrabilitdt und Chaos fehlen. Relativistische Mechanik
fehlt ebenfalls und wird in Band 4 behandelt.

e H. Goldstein, C. P. Poole und J. L. Safko, Klassische Mechanik, 3. Aufl. (Wiley-VCH, Weinheim, 2006):
Der Klassiker in neuer Auflage, aus dem Generationen von Studierenden Mechanik gelernt haben.
Legt mehr Gewicht auf Diskussion und weniger auf mathematische Zwischenschritte, verglichen mit
Nolting. Der zusétzliche Text hilft aber nicht unbedingt beim Verstdndnis. In einigen Abschnitten
unnotig kompliziert oder obskur. Neigt dazu, Methoden aus dem Hut zu ziehen, ohne zu verraten,
worauf sie beruhen (nidmlich meist auf Symmetrieargumenten). Enthélt ein Kapitel iiber relativistische
Mechanik. Die neue Auflage hat moderne Kapitel wie Chaos und numerische (computergestiitzte)
Ubungsaufgaben ergéinzt, ohne den vorhanden Text wesentlich zu verindern. Insgesamt ein geeignetes
Buch fiir Studierende, die sich den Stoff selbst erarbeiten.

e L. D. Landau und Je. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band 1: Mechanik, 14. Aufl.
(Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 1997/2004): Der andere Klassiker, Teil einer Reihe von rus-
sischen Lehrbiichern. Der Band zur Mechanik ist brutal knapp gehalten und iiberraschenderweise nicht
frei von Fehlern. Zwischenschritte werden selten angegeben und die Diskussionen sind kiirzer als bei
Goldstein. Modernere Themen fehlen. Enthilt meist schwierige Ubungsaufgaben ohne Losungen. Die
relativistische Mechanik bildet ein Kapitel des zweiten Bandes iiber Elektrodynamik und Allgemeine
Relativitatstheorie.

e F. Kuypers, Klassische Mechanik, 8. Aufl. (Wiley-VCH, Weinheim, 2008): Ein gutes deutsches Lehr-
buch mit einem hohen Anteil von Beispielen und Ubungsaufgaben mit ausfiihrlichen Lésungen. Zu-
sammen mit den eingeschobenen Zusammenfassungen und Wiederholungen fithrt dies dazu, das relativ
wenig Raum fiir die eigentliche Darstellung der Theoretischen Mechanik bleibt. Daher v.a. fiir Studie-
rende gut geeignet, die die enthaltenen Ubungsaufgaben tatsichlich zusitzlich zu den in der Vorlesung
gegebenen 16sen. Die Reihenfolge der Kapitel ist etwas ungewohnlich, da Anwendungen wie z.B. das
Zentralkraftfeld zwischen die Lagrange-Mechanik und die Hamilton-Mechanik eingeschoben sind. Die
Diskussion der Anwendungen ist aber etwas ausfiithrlicher als in anderen Biichern. Enthilt ein Kapitel
zu relativistischer Mechanik und eines zu chaotischer Dynamik.

e J. L. McCauley, Classical Mechanics (Cambridge University Press, Cambridge, 1997): Ein deutlich
tiefer gehendes Lehrbuch als die bisher genannten, das leider nicht in deutscher Ubersetzung vorliegt.
Legt das Hauptgewicht auf Diskussion (wie Goldstein), ist aber deutlich klarer. Formalismen werden
knapp und prézise eingefiihrt, die Schreibweise verleitet aber dazu, Vektoren und Skalare zu verwech-
seln. Enthélt die Standardkapitel der anderen Biicher, geht aber dariiber hinaus. Relativ schwierige
Ubungsaufgaben ohne Losungen. Ziemlich umfangreiches Literaturverzeichnis. Relativistische Mecha-
nik wird sehr knapp in einem Kapitel iiber Elektrodynamik, Spezielle und Allgemeine Relativitéitstheo-
rie (!) angerissen. Interessante historische Einfithrung. Als Zweitbuch fiir Interessierte zu empfehlen.



Kapitel 2
Kinematik

In diesem Kapitel is unser Ziel die Definition von mathematischen Gréflen zur Beschreibung der Bewegung
von Massenpunkten. Wir fragen noch nicht nach den Ursachen der Bewegung.

Was ist ein Massenpunkt? Der Massenpunkt ist ein Modell fiir einen physikalischen Kérper in Problem-
stellungen, in denen es ausreicht, einen Punkt des Korpers zu betrachten, wenn also die Angabe seines Ortes
ausreicht. Es kommt also darauf an, was wir beschreiben wollen. Bei der Planetenbewegung werden wir
z.B. Sonne und Planeten als Massenpunkte beschreiben. Einen gleitenden Block kénnen wir ebenfalls als
Massenpunkt beschreiben. Die Korper miissen also nicht klein sein.

Die Bewegung eines Massenpunktes ist charakterisiert durch die Vektoren

e Ort 7(t)
e - dar
e Geschwindigkeit 0(t) := 7(t) = =
. - - A7
e Beschleunigung a(t) := 7(t) = proR

Aus 7(t) erhélt man also sofort #(t) und d(t), aber oft ist die Aufgabenstellung umgekehrt: @(t) ist
bekannt und 7(¢) ist gesucht. Wir miissen @(t) zweimal integrieren. Bei jeder der beiden Integrationen tritt
eine Integrationskonstante auf. Um diese festzulegen, bendtigen wir zusétzlich zwei Angaben, z.B. von Ort
7(tp) und Geschwindigkeit ¥(tg) zu einem Zeitpunkt ¢o. Dann ist

e d(t) ist gegeben.

t
o U(t)=C+ [dt' a(t’)
to
t
da 5t =ty) =C + / dt'a(t') folgt
to

=0

(t) = d(to) +tft a'at’). (2.1)

g

R t
o F(t) = O/ + [ dt"[5(to) + [ dt’ a@(t")], also
to to

F(8) = (ko) + 5(to) (¢ — o) + | dt” tf arat). (2.2)

to to

Beispiel: Gleichformige, geradlinige Bewegung
Hier ist d(t) = 0 Vt. Es folgt ©(t) = 0(to) und 7(t) = 7(to) + U(to)(t — to).
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v(to)
Das ist die Parameterdarstellung einer Geraden. Die unbeschleunigte Bewegung verlduft also geradlinig.

2.1 Koordinatensysteme

(Wiederholung aus der Vorlesung Rechenmethoden)

Wir miissen oft Gréflen in verschiedenen Koordinatensystemen darstellen, da in geeigneten Koordinaten-
systemen die Losung bestimmter Probleme sehr viel einfacher wird. Gewisse Groflen sind invariant unter
Koordinatentransformationen (d.h. sie &ndern sich nicht). Diese nennen wir Skalare.

Wir verwenden hier nur solche Koordinatensysteme, die an jedem Punkt des Raumes durch drei (oder
auch eine andere Anzahl) orthogonale Einheitsvektoren é;, és, és charakterisiert sind (,,Dreibein®).

3L

Das Dreibein muss nicht an jedem Punkt gleich sein.

Wir ordnen die é; so, dass sie ein Rechtssystem bilden. Dann gilt é; - é; = d;; und (é1 X é3) - é3 = 1
(Rechtssystem).
An einem Ort 7 driicken wir einen Vektor @ durch die Einheitsvektoren é; am Ort 7 aus: @ = a1é; +

a2és + azés.

2.1.1 Kartesische Koordinaten

Bei kartesischen Koordinaten ist das Dreibein iiberall gleich. Wir schreiben auch é; = z,é; = g,é3 = 2.
Die Komponentendarstellung @ = a;& + ayy + a.Z schreiben wir auch als @ = (ag, ay, a,). Wenn nichts
anderes gesagt ist, meinen wir damit die Komponenten in kartesischen Koordinaten.

Der Gradient lautet dann
- 0 0 0 0 o0 0

Vzm—w—l—ya—y—&—zaz(—,—,—) (2.3)

und das Volumenelement, das wir fiir Volumenintegrale benttigen,

d*r = dxdydz. (2.4)

2.1.2 Kugelkoordinaten

Hier ist das Dreibein vom Ort 7 abhéngig.
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+Léngengrad

T, HA,QAS bilden ein Rechtssystem. Es ist ¥ = r7 und

di = drf + rdf6 + rsin 0dpo. (2.5)
Daraus folgt sofort
dr . L
7= dit" = 7 + 160 + r sin 0. (2.6)

Wahrend sich ¢ unmittelbar aus dr ergibt, ist a = 7 deutlich komplizierter, weil die Einheitsvektoren

=4
7,0, ¢ von 7 und damit von ¢ abhéingen: z.B. —f #0.

Wir finden
a=0=F"—+ 7+ r00 + 00 + 7“9@ + 7 sin 0o + 10 cos 0¢d + rsin ¢ + rsin quqg (2.7)
Hier ist P N ) )
A ek A /S Y SPS SR A
r=a 2 % + 606 + sin 0¢¢ % (2.8)
und
j oo dExF_ 2 xisind — 2 x i cos
© dt sind sin” 0
2% (00 4 sinBgg) 0 cos Aﬂcpﬁ . 0
- . _gleost_g000 | 4 g g0
sin 6 sin @ sin 0 bln9
= ¢(—sin 7 — cos 00) = —sin O¢7 — cos Op0 (2.9)
und schlielich
é:%@s )= b Pt dx P = —cos00f x 7+ 06 x 6 = cos 03¢ — b7 (2.10)
Also ergibt sich
@ = (#—r62—rsin®062)F + (70 + 70 + 10 — rsin 6 cos 6620

+ (7sin 0¢ + 16 cos 0¢ + 7 sin 0 + rd cos 0 + rsin 0(5)(;5
= (F— 102 — rsin®002)7 + (270 + rf — rsin 0 cos 062)6 + (27 sin O + 2r6 cos ¢ + rsin 0¢)d. (2.11)

Das ist offenbar ziemlich kompliziert und unanschaulich.
Den Gradienten (Nabla-Operator) schreiben wir als

V =7V, + 0Vj + V. (2.12)

Wichtig: Wir definieren die Komponenten Vr, Vg,V¢ so, dass sie rechts von den Einheitsvektoren 7, 0 gf)
stehen. Das ist nicht dasselbe wie V, 7 + Vg + V¢¢, da die 7,0 d) vom Ort abhéngen.
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Nun ist
. 21,24 2 =
gro (VEFVAE y="=7 (2.13)
Ox [22 + o2 + 22 r

Das ist richtig: 7 ist definiert als Einheitsvektor in der Richtung, in der sich r &ndert, daher muss vr
zumindest parallel zu # sein. Ebenso sollten V6 || & und Vo || ¢ gelten. Das finden wir auch explizit:

. /22 1 02 1 1 /22 L2
Vo = (Earctanu,...,...):( s < ey — ’ +y)
ox z 1+%2/I2+y2 1_‘_% 22
P 2+ 0
— _ == 2.14
r2\/7% 1 o2 (.9, > . (2.14)
- B) y 1 y 1 1 1 )
= (gz—arctan=,...,0) = —= —,0)= ——=(— 0) = —
V(b (8Ia’rcanz7 I ) (1+Zé( 172)714_%507 ) m2+y2( y7$7 ) /7x2+y2
é
= . 2.15
rsinf ( )
Nun gilt nach Kettenregel fiir jede Funktion f
B f Of = Of = o 690 6 0
== =V —+ - = — | f 2.16
Vf V +89v + ¢V¢ 3r+r89+rsin9 oo} / (2.16)
Da dies fiir jedes f gilt, folgt die Operator-Identitét
- 0 10 .~ 1 0
= - — 4 p—— —. 2.1
Yo T80 T O sma 00 (2.17)
Fiir Volumenintegrale brauchen wir das Volumenelement
Iz, y,z)
= = —_— 2.1
dV = dxdydz 0. 0.9) drdfde (2.18)
———
Funktional-/Jacobideterminante
mit
x = rsinfcos¢ (2.19)
y = rsinfsing (2.20)
= rcosf (2.21)
gilt

Ox/0r 0Ox/08 Ox/dd sinfcos¢ rcosfcosd —rsinfsing
90,6, 9) = 0y/Or 0Oy/08 Oy/dp| = |sinfsing rcosfsing rsinfcoseg | =rsinf. (2.22)
Y 0z/0r 0z/00 0z/0¢ cos 6 —rsind 0

Es folgt dV = drdfd¢ r?siné.

2.1.3 Zylinderkoordinaten
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Wir fassen hier nur die Ergebnisse zusammen, die Herleitungen sind analog. Es ist ¥ = pp + 22 und dr' =
dpp + pdoo + dzz, also

A7 .
7= d—: = jpp+ pd + 2. (2.23)
Man erhélt auch _
a=(p—pd*)p+ (pd+200)0+ 22 (2.24)

und

- a0 .19 0
=p— + p—— + F— 2.2
\Y p8p+¢p8¢+zaz (2.25)

und dV = dpd¢dz p. Ebene Polarkoordinaten erhalten wir natiirlich einfach durch die Setzung z = 0.

2.1.4 Natiirliche Koordinaten

Wenn wir die Bewegung eines Massenpunktes beschreiben wollen, bietet es sich manchmal an, an jedem
Punkt der Bahnkurve ein der Bahn angepasstes Dreibein zu wihlen. Wir definieren zunéichst die Bogenlinge
s als die vom Massenpunkt zwischen den Zeiten ¢y und ¢ zuriickgelegte Strecke. s ist der Skalar

t

s = /ds(t’) z/tdf(t’) = /tdt'

to tO

dr(t")
dt |’

(2.26)

nicht sehr niitzlich fiir Berechnungen

s parametrisiert die Bahnkurve, d.h. jeder Punkt 7 auf der Bahnkurve wird durch einen Wert von s charak-
terisiert. Dieser Wert von s ist der Abstand entlang der Bahnkurve vom Ausgangspunkt #(¢g).
Es gibt nun die folgenden drei ausgezeichneten Richtungen bzw. Einheitsvektoren am Punkt 7

e Tangenteneinheitsvektor #, ist tangential zur Bahn, also parallel zur Geschwindigkeit und zeigt in
dieselbe Richtung (Vereinbarung!). Also gilt

— ar ar -

. ar = dr

fi=— =4 = d _ = 2.27
o gl & ds (227

e Normaleneinheitsvektor 7: £(s) &ndert sich i.A. entlang der Bahn, eine zweite ausgezeichnete Richtung
ist die, in der sich # #ndert, das ist die Richtung von df/ds. (Da t Einheitsvektor ist, ist df/ds L t.)
Den Normaleneinheitsvektor n definieren wir durch Normierung

dt

~ ds
= 8 2.28
= (228)
ds

Der Betrag ‘df/ d$| hat iibrigens eine wichtige geometrische Bedeutung: k := ‘df/ ds| ist die Kriimmung
und p := 1/k ist der Kriimmungsradius, d.h. der Radius eines Kreises, der sich am Punkt 7 an die
Bahn anschmiegt. Also ist 7 = pdt/ds.

r(t)
7
e Binormaleneinheitsvektor b := # x n, dann bilden f,ﬁ,f) ein rechtshindiges Dreibein. Dieses heifit

begleitendes Dreibein.
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In natiirlichen Koordinaten ist 7 nicht einfach auszudriicken, aber ¥ und @ sind es. Es ist ndmlich @ = vt
(nach Definition). Mit v = ds/dt folgt

ds - .
7= —it = 4f (2.29)
und . 5
dv N B R ds Ot .8
- _dv _ . gy 380 o 8 9
i=— vt + vt St+sdtas St—l—pn (2.30)

@ liegt also in der durch ¢ und 7 aufgespannten (zu b orthogonalen) sogenannten Schmiegungsebene. In
N = ast + apn (2.31)

nennen wir a; die Tangentialbeschleunigung und a,, die Normalenbeschleunigung, letztere speziell im Fall von
Kreisbahnen auch Zentripetalbeschleunigung.

2.2 Gleichmiflig beschleunigte Bewegung

Das ist eine Bewegung mit @ = const = dy. Dies ergibt offenbar

ﬁ(t) = 17(150) + do(t — to) =+ do(t - to), (232)
F(t) = #(to) +o(t —to) + %do(t — )% (2.33)
—

E’I’_’b

0(t) liegt in der von 7y und dp aufgespannten Ebene.

Daher liegt die gesamte Bahnkurve in der Ebene durch den Punkt 7, aufgespannt durch ¢y und @y. Der
Binormaleneinheitsvektor ist damit konstant und, wie die Skizze zeigt, gegeben durch

~ Uo X a,
L ELY 230
|’UO X 0,0|
Der Tangenteneinheitsvektor ist #(¢) = @#(t)/|#(t)| und der Normaleneinheitsvektor demnach
A1) = b x i(t) = (o X do) X T (2.35)
n(t) = = .
|170 X §0| v
Wir wihlen ein Koordinatensystem mit 2 L ¢y, @y und § := do/ap. Dann ist
N L 2
7(t) = 7o + Vo(t — to) + iaoy(t —tg)~. (2.36)

Das ist die Gleichung einer Parabel, wie erwartet.

2.3 Kreisbewegung

Wenn wir schon wissen, dass die Bahnkurve ein (Teil eines) Kreises ist, kénnen wir 2 = b senkrecht zur
Bahnebene und de Koordinatenursprung im Kreismittelpunkt wéhlen.



KAPITEL 2. KINEMATIK

12
y
r
0)
R X
r = |Fl=const=R (2.37)
7 = R¢o (2.38)
a —R¢%F + R, (2.39)

(vgl. Abschnitt 2.1). Hier ist a, = —R¢>-2 die Zentripetalbeschleunigung und ag = Rd; die Tangentialbeschleu-
nigung. Wir definieren noch die Winkelgeschwindigkeit w = gz.S, dann ist v = Rw, a, = —Rw? und ag = Rw.
Ist w = const, so spricht man von einer gleichférmigen Kreisbewegung.

Man definiert auch die vektorielle Winkelgeschwindigkeit ¢ := wZ. Dann ist & X ¥ = wZ X rit = wng =17.



Kapitel 3

Newton-Mechanik

Die Ziele dieses Kapitels sind die Formulierung und Motivation der Axiome der Newtonschen Mechanik und
ihre Anwendung auf einfache Beispiele.

Jede physikalische Theorie enthilt Aussagen, die im Rahmen der Theorie nicht hergeleitet werden kénnen.
Diese nennt man die Aziome der Theorie. Versuche, die Physik rein deduktiv zu begriinden (insbesondere
in der mitteralterlichen Scholastik, auf hoherem Niveau auch in jiingerer Zeit, z.B. durch Carl Friedrich von
Weizsiicker), waren nicht erfolgreich. Die Axiome werden durch den Vergleich der Voraussagen der Theorie
mit Experimenten gerechtfertigt. Oft wurden solche Axiome in der Geschichte der Physik im Rahmen einer
fundamentaleren Theorie hergeleitet, deren Axiome aber wieder durch Experimente gerechtfertigt werden
miissen.

Aus den Axiomen kann man dann Folgerungen ziehen, die den eigentlichen Mehrwert der Theorie dar-
stellen und die man experimentell iiberpriifen kann.

3.1 Das Trégheitsgesetz

Es ist nicht nur unmdoglich, im Rahmen einer bestimmten Theorie alle ihre Aussagen zu beweisen, man
kann sie nicht einmal formulieren. Da sich physikalische Theorien auf die reale Welt beziehen, machen sie
Aussagen iiber Kategorien, die nicht innerhalb der Theorie (mathematisch) definiert werden kénnen. In
der Newtonschen Mechanik ist eine solche Kategorie die Kraft. Wir sehen daher den Begriff der Kraft als
durch unsere Sinneserfahrung hinreichend genau definiert an — z.B. beim Heben eines Gewichts. Es ist auch
unmittelbar klar, dass die Kraft mit einer Richtung behaftet ist, sie ist daher eine vektorielle Grole. Wir
definieren zun#chst einige Begriffe, um das 1. Newtonsche Axiom formulieren zu kénnen.

Definition: Ein krdftefreier Kéorper ist ein Korper, auf den keine dufleren Kéfte wirken.

Definition: Ein Bezugssystem ist ein Koordinatensystem im vierdimensionalem Raum, der von den drei
realen rdumlichen Richtungen und der Zeit aufgespannt wird. Fiir feste Zeit ¢ ergibt sich ein Koordinaten-
system im Realraum, das nicht fiir alle ¢ dasselbe sein muss.

1. Newtonsches Aziom (Trigheitsgesetz): Es existieren Bezugssysteme, in denen jeder kriftefreie Koérper
eine geradlinige, gleichférmige Bewegung ausfiihrt. Das schliefit die M6glichkeit ein, dass er in Ruhe verharrt.

Definition: Solche Bezugssysteme heiflen Inertialsysteme.

Also lautet das 1. Axiom kurz: ,,Es gibt Inertialsysteme*.

3.2 Das Bewegungsgesetz

Wir wissen aus Erfahrung, dass wir eine gréflere Kraft ausiiben miissen, um eine Eisenkugel auf eine be-
stimmte Geschwindigkeit zu beschleunigen, als einen gleich grofien luftgefiillten Ball. Die beiden Korper
setzen ihrer Beschleunigung einen unterschiedlich groien Widerstand entgegen. Als zweite, nicht innerhalb
der Mechanik zu definierende Gréfle fithren wir die trige Masse m; als MaB fiir den Widerstand von Kérpern
gegen Bewegungsidnderungen ein. Die tridge Masse hat keinen Richtungssinn und ist daher eine skalare Grofe.
Definition: Das Produkt aus triger Masse m; und Geschwindigkeit ¥ heifit Impuls p := m,v.
2. Newtonsches Aziom (Bewegungsgesetz): In einem Inertialsystem ist die Anderung des Impulses eines

13
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Korpers pro Zeiteinheit zur angreifenden Kraft proportional und parallel,

5 n_d,o
F~p= %(mtv). (3.1)

Wir wihlen die Mafleinheiten von Kraft und Masse so, dass Gleichheit gilt:
F=p (3.2)

Diese Gleichung nennen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung. Bemerkungen: Ist die Masse konstant, so
gilt F = my¥ = mud. Dann ist @ = F/m;. Dies ergibt eine Methode, das Verhiltnis von Kraft und triger
Masse zu messen, aber nicht eine der beiden Groéfien fiir sich allein.

3.3 Das Reaktionsprinzip

Wenn wir auf glattem Boden versuchen, eine schwere Person wegzuschieben, finden wir, dass wir uns iiber-
wiegend selbst in die entgegengesetzte Richtung schieben. Offenbar iibt die andere Person eine Kraft auf uns
aus, ohne selbst etwas zu tun. In quantitativer Form ist das der Inhalt des 3. Axioms:

3. Newtonsches Aziom (Reaktionsprinzip): Die Kraft ﬁ12, die der Korper 2 auf Korper 1 ausiibt, und die
Kraft ﬁgl des Korpers 1 auf Korper 2 sind betragsméflig gleich und entgegengesetzt gerichtet,

Fyy = —Fo. (3.3)

Folgerung: Wir kénnen nun die trige Masse m; definieren, nicht nur das Verhéltnis F /my. Dazu betrach-
ten wir folgendes Gedankenexperiment:

Fip I, Fry  Iyp
B e -

reibungsfrei

my YOO e

VA N N A e e e ewad

zusammengedriickte Feder, nicht fest mit Massen verbunden

Wir stauchen die Feder so, dass die Massen in Ruhe sind. Dann gilt
~Fip = Fp1 = —Fpy = Fop (3.4)
(ﬁl r ist die Kraft, die die Feder auf Masse 1 ausiibt usw.). Nach dem 2. Axiom folgt nach dem Loslassen
—mya; = Mados. (3.5)

Fiir die Betriige folgt m/ms = as/ay.

Damit konnen wir das Verhéltnis einer Probemasse zu einer bekannten Masse iiber die messbaren Be-
schleunigungen bestimmen. Dann brauchen wir nur noch eine Referenzmasse, d.h. ein Massennormal, um
eine Masseneinheit (das Kilogramm) zu definieren. Damit kénnen wir dann iiber F' = m,@ auch Krifte
messen und eine Einheit (1 Newton := 1kgm/s?) festlegen.

3.4 Das Superpositionsprinzip

Das Superpositionsprinzip ist eigentlich ein zusétzliches Axiom, wie Newton auch bewusst war, wurde von
ihm aber nicht als gleichberechtigtes Axiom bezeichnet, vielleicht, weil es selbstverstdndlich scheint. Die
Aussage ist: Wirken zwei oder mehr Krifte F; auf einen Korper, so ist die gesamte Kraft (die im 2. Axiom
auftritt) die vektorielle Summe
F=F +F+...=) F. (3.6)
1
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3.5 Kraftfelder

Es ist sinnvoll, Krifte begrifflich von den Korpern, auf die sie wirken, zu trennen.

Definition: Ein Kraftfeld ﬁ(F,rL',t) ist die Kraft, die an einem Ort 7 zur Zeit ¢ auf einen Testkorper der
Geschwindigkeit 7 wirken wiirde.

Das Kraftfeld ist also insbesondere an jedem Punkt definiert, egal ob sich dort ein Massenpunkt befindet.
Das macht es zu einem Feld. Es kann zusétzlich von der Zeit und der Geschwindigkeit abhéngen. Hohere
Ableitungen von 7 kommen in fundamentalen Kriften nicht vor und werden daher in der Mechanik meist
nicht betrachtet.

3.6 Beispiele fiir Krifte

3.6.1 Gewichtskraft

Wir wissen aus Erfahrung, dass die genannte Eisenkugel schwerer ist als der gleich grofie Ball. Das hat
zunéchst nichts mit ihrer tridgen Masse zu tun — die Kugel ist auch schwerer, wenn wir sie nur ohne Be-
schleunigung halten. Korper haben also eine weitere Eigenschaft, die wir schwere Masse mg nennen, und die
fiir die Eisenkugel grofler ist als fiir den Ball. Wir beobachten, dass auf Korper eine Kraft in der Richtung
nach ,unten® wirkt, die umso grofler ist, je schwerer der Korper ist. Wir definieren die schwere Masse my
durch
F, = m.g. (3.7)

Das ist noch nicht eindeutig, da wir den Betrag von § noch nicht definiert haben (die Richtung ist nach
yunten“). Nach dem 2. Axiom ist

miad = msg = ﬂ:@:g. (3.8)

ms |d a

Nun kénnen wir fiir irgendeinen Probekorper ¢ = a wiahlen, dann gilt fiir diesen Korper m; = mg. Die
zunéchst erstaunliche Beobachtung ist, dass dann fiir alle Korper die trage und die schwere Masse iiberein-
stimmen, m; = m,. Das ist innerhalb der Newton-Mechanik nicht zu begriinden. Es folgt aber im Rahmen der
Allgemeinen Relativitatstheorie. Wir lassen daher jetzt den Index ,,t* oder ,,s* weg. Fiir einen Massenpunkt
unter Einfluss der Schwerkraft gilt nun also

mi=mr=mgj < r=4g. (3.9)

Das ist gerade der Fall konstanter Beschleunigung aus Abschnitt 2.2, wir erhalten also als Bahn eine Parabel.

3.6.2 Gravitationskraft

Fiir einen Korper, dessen Abstand von der Erdoberfliche nicht klein gegeniiber dem Erdradius ist (Satellit,
Mond) beobachtet man keine konstante Beschleunigung §. Stattdessen gilt fiir die Kraft zwischen zwei Massen
(z.B. Erde und Satellit) das Newtonsche Gravitationsgesetz

F() = —

. (3.10)

r2

Hier sind
7: Abstandsvektor (¥ = r#)

~: Gravitationskonstante, v &~ 6,67 - 10~1'm? /kg s? (eine Naturkonstante).

3.6.3 Coulomb-Kraft

Die Kraft zwischen zwei Ladungen ¢; und g2 hat eine sehr d&hnliche Form, ndmlich das Coulomb-Gesetz

= 1 q1g2
F = —=7. 3.11
() 4meg 12 " ( )

Die Herleitung wird in der Elektrodynamik-Vorlesung erfolgen. Wichtig: Die Coulomb-Kraft kann anziehend
(fiir g1g2 < 0) oder abstofilend (fiir g1g2 > 0) sein. Bemerkung: Dass Gravitations- und Coulomb-Kraft
dieselbe 1/r2-Form haben, liegt letztlich daran, dass beide durch masselose Teilchen vermittelt werden.
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Gravitations- und Coulomb-Kraft sind Beispiele fiir Zentralkrifte. Das sind alle Kréfte der allgemeinen

Form

F = f(7,7,t)# <« Richtung | 7. (3.12)
——
Skalar

3.6.4 Lorentz-Kraft

Auf eine Ladung ¢ in einem allgemeinen elektromagnetischen Feld wirkt die Lorentz-Kraft
F =qE +qFx B, (3.13)
mit dem elektrischen Feld E und dem magnetischen Induktionsfeld E, oder ausfiihrlicher
F(7,7t) = qE(F,t) + q7 x B(7,t). (3.14)

Das ist das wichtigste Beispiel fiir eine geschwindigkeitsabhéngige Kraft.

3.6.5 Federkraft

Fiir eine Feder gilt ndherungsweise das Hookesche Gesetz F' = —kx (in einer Dimension).

- _x

S\

ohne Reibung

jwmmm

Die Kraft ist proportional zur Auslenkung und entgegengesetzt gerichtet. Dieses Kraftgesetz beschreibt
den harmonischen Oszillator. Wir werden spéter in dieser Vorlesung und auch in der Quantenmechanik sehen,
dass der harmonische Osrzillator weitaus wichtiger ist, als man vermuten kénnte. Der Grund ist, dass sich
fast jedes System gegeniiber kleinen Auslenkungen aus dem Gleichgewicht wie ein harmonischer Oszillator
verhlt.

3.6.6 Reibungskriifte

Das sind Krifte, die der Bewegung eines Korpers entgegen wirken und also seiner Geschwindigkeit gegeniiber
dem Medium bzw. der Unterlage entgegen gerichtet sind. Ihre Herleitung aus fundamentalen Kréften ist
schwierig. Man findet ndiherungsweise folgende Formen:

e Gleitreibung: F = —ugF o mit ¢ := ¥/ 7). F. ist die Normalkraft, d.h. die Kraft zwischen dem
Korper und der Unterlage. Beispiel: Auto mit blockierenden Bremsen. Rollreibung hat dieselbe Form
mit einem kleineren Koeffizienten pp.

e Stokesche Reibung: F = —af = —avdb. Beispiel: langsame Bewegung in einer Fliissigkeit oder einem
Gas.
e Newtonsche Reibung: F = —aw?b. Beispiel: schnelle Bewegung in einer Fliissigkeit oder einem Gas,

wobei Turbulenz auftritt.

3.7 Wechsel des Bezugssystems

Das 1. Axiom postuliert die Existenz von Inertialsystemen, also von Bezugssystemen, in denen fiir kriftefreie
Korper ¢ = const gilt, also ma = 0. Wir wollen nun alle Inertialsysteme finden.

Transformationen, die nur die rdumlichen Koordinaten betreffen, sind hierbei langweilig, denn sie &ndern
weder die Gestalt der Gleichung F= 7, noch die Form der Bahnkurve. Wir kénnen daher kartesische rium-
liche Koordinaten zu jedem Zeitpunkt ¢ annehmen. Dann kann ein Bezugssystem S’ aus einem anderen,
S, durch beliebige, zeitabhidngige Kombinationen von Translationen und Rotationen hervorgehen. Wir be-
schrinken uns hier auf reine Translationen und reine Rotationen, ohne dadurch wirklich etwas zu verlieren.
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3.7.1 Translationen

Wir kénnen o.B.d.A. annehmen, dass zwei Bezugssysteme S, S’ zur Zeit ¢ = 0 identisch sind. S sei ein
Inertialsystem, d.h. ohne duflere Kréifte gelte mi = 0. S’ gehe aus S durch eine zeitabhéingige Translation
R(t) hervor. (Nach Voraussetzung ist R(0) = 0.) S’ ist genau dann auch ein Inertialsystem, wenn fiir
Koordinaten 7 in S’ ebenfalls m# = 0 gilt. Nun ist

F=R+7 (3.15)

Es folgt 7 = R+ 7 und damit mi’ = ﬁ'L/F — mR. Dies ist genau dann gleich Null, wenn R = 0, also
R =V =const und R = Vt.

Also: Durch Translation erhiilt man genau dann wieder ein Inertialsystem, wenn S’ sich mit konstanter
Geschwindigkeit relativ zum Inertialsystem S bewegt. Fiir die rdumlichen Koordinaten gilt dann

F=Vt+7. (3.16)
Mit der zeitlichen Koordinate haben wir {iberhaupt nichts gemacht, also gilt
t=t. (3.17)

Zusammen bilden diese Abbildungen eine Galilei- Transformation. Wir werden sehen, dass Rotationen keine
zusétzlichen Inertialsysteme erzeugen, also sind die Galilei-Transformationen die allgemeinsten Transforma-
tionen, die Inertialsysteme ineinander iiberfiihren.
Wirkt eine Kraft, so gilt in S (2. Axiom)
F = mi. (3.18)

Nach der Galilei-Transformation ist # = 7 — V¢, also ¥ = 7 und m#” = m7. Das 2. Axiom behélt also seine
Form bei, wenn wir einfach F’ = F setzen. Die Kraft &ndert sich unter Galilei-Transformation nicht. Wir
miissen aber F’ durch die transformierten 7,7 ausdriicken, falls die Kraft F von F,? abhéngt. Bei einer
beliebigen Translation von S’ relativ zu S gilt

F(t) = R(t) + 7 (t) (3.19)

und damit ) . )
mi = mR +mr. (3.20)

Im Inertialsystem gilt £ = mi. Wir wollen die Kraft F/ in S’ so definieren, dass auch in S’ gilt F/ = mi".
Es folgt

F' = mi' = mi—mR = F —mR. (3.21)
Wir kénnen die Newtonsche Bewegungsgleichung auch in S verwenden, wenn wir zur Kraft eine Scheinkraft
—m£R addieren. Sie heifit Scheinkraft, weil sie nicht auf fundamentalen Kriften beruht, sondern nur auf der

Wahl eines komplizierten Bezugssystems. Scheinkrifte haben sehr wohl fithlbare Auswirkungen. Beispiel:
Bewegung in einem ICE bei Notbremsung.

3.7.2 Rotationen

Die Systeme S und S’ sollen fiir ¢ = 0 zusammenfallen. IThre Koordinatenursprungspunkte sollen fiir alle ¢
zusammenfallen. Dann fiihrt S’ gegeniiber S eine allgemeine Rotation aus. S sei durch ein Dreibein €1, éo, €3
charakterisiert, S’ durch ein Dreibein é},é5,é%. Der interessante Fall ist natiirlich der, dass das Dreibein
é,é,,é5 von der Zeit abhingt. Uber die Zeitabhingigkeit des Dreibeins é;, é2, é3 nehmen wir nichts an, wir
kénnen uns aber vorstellen, dass es zeitlich konstant ist.
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Wir kénnen einen Ortsvektor 7in S oder S’ darstellen:

3

= riéi =Y e (3.22)

Fiir einen Beobachter in S ist die Geschwindigkeit
F= e =y (FeE) + 1)), (3.23)

fiir einen in S’ mitrotierenden Beobachter dagegen
=S e (3.24)

(der Beobachter rotiert mit, also &ndern sich die é; nicht mit der Zeit). Es folgt

=y e (3.25)

Als néchstes vollen wir herausfinden, wie sich die Einheitsvektoren é} aus Sicht von S &ndern. Wir kénnen
zu jedem Zeitpunkt die Rotation von S’ als Rotation mit einer Winkelgeschwindigkeit w um eine momentane
Drehachse entlang 7 beschrieben. w und 7 sind i.A. zeitabhingig. Wir untersuchen nun, wie sich ein in S’
fester Vektor @ (z.B. é}) im Zeitinterval [t,t 4 dt] aus Sicht von S &ndert.

n

4>

Es gilt p = a’sinf und da’ = pd¢ = pwdt, daher
da’ = d'wdtsin 6. (3.26)

(Hinweis: Wir nehmen nicht Bezug auf ein bestimmtes rdumliches Koordinatensystem. d@ soll nicht die
Anderung von @ in S’ darstellen, die natiirlich veschwindet. Der Strich soll vielmehr andeuten, dass @ in S’
fest ist.) Weiterhin steht da’ senkrecht auf # und @', und 7, d@’, da@’ bilden ein Rechtssystem. Es folgt

dd’ = constf x a’ (3.27)
=1
R . =~
= dd’ = const|h x a'|=const |A| a sind. (3.28)
Zusammen ergibt sich const = w dt und
dd' =wdth x @. (3.29)

Wir verwenden den Vektor der Winkelgeschwindigkeit & := wn:

=/

d
d@ =wx ddt = d% —wxd. (3.30)
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Das gilt fiir jeden in S’ festen Vektor, insbesondere also fiir €}, €5, é5. Damit wird
Fo= 7+ Z A
= ?"+c3><2r§é§:7"’+c3xf’. (3.31)
Das konnen wir als allgemeine Transformation formulieren:

d d\ .
% = (dt) +w X (332)
~~

Ableitung aus Sicht von S

Ableitung aus Sicht von S’

(angewendet auf einen beliebigen Vektor).
Nochmals auf Gleichung (3.31) angewendet ergibt dies

o d;'/ d — —
= — —_— X
" a” ta@xr)
dlv da — - —
= —_T — X w X —r
a ta T
= F+OxT+OXT+IXT +d x (G x7)
= 7'5*+c3><77'+255><7%'+c3><(w><?’) (3.33)
= F = mi=mi—-mdx7 —2mdxi —&x(@x7)

= F—-midxr
—_————

tritt nur fiir beschleunigte Rotationen auf

—2mi X 7
N—_— —

=:F
—m@d X (G x 7). (3.34)
—_——

=:F}

Corioliskraft F_"é und Zentrifugalkraft F 7, treten auch bei gleichméfliger Rotation auf. Die Scheinkrifte sind
gerade so beschaffen, dass die Bewegung in S’ so kompliziert ist, dass in einem Inertialsystem S die Bewegung
im kréftefreien Fall gleichférmig verlauft.

Beispiel: Ein kriftefreier Massenpunkt ruhe bei 7im Inertialsystem S. Wie lautet die Scheinkraft in einem
gleichmilig rotierenden Bezugssystem 5’7

F' = —2m@x i —m@x (& x ), (3.35)
Po= —axT (3.36)
(aus Sicht von S’ bewegt sich der Massenpunkt in der entgegengesetzten Richtung im Vergleich zur Rotation
von S’ relativ zu S). Es folgt
F' = 2m@ x (3 X 7) —m@ x (& x )
= md x (d x7). (3.37)
Wir verwenden Zylinderkoordinaten mit der z- (und z’-) Achse entlang &. Dann ist

F' = —mw?r'p = —mw?rp. (3.38)

2=z
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Man beachte, dass die Zentrifugalkraft nach auflen wirkt, aber von der doppelt so grolen Coriolis-Kraft
iberkompensiert wird. Das Ergebnis ist mit der Zentripetalbeschleunigung @ = —w?rp’ aus Abschnitt 2.2
kompatibel.

3.8 Die Newtonsche Bewegungsgleichung als gew6hnliche Diffe-
rentialgleichung

Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt ist von der Form m# = F (7, 7, t), sofern die
Masse konstant ist, egal wie das Kraftfeld aussieht und ob das Bezugssystem ein Inertialsystem ist oder nicht.
Dies ist ein System von drei gewohnlichen Differentialgleichungen 2.0rdnung: In kartesischen Koordinaten
ist

mi; — Fi(&1, &2, 53,71, 72,73,t) =0 (3.39)
firv=1,2,3.

Die allgemeine Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen sagt aus, dass jede Differentialgleichung n-ter
Ordnung, f(z™,z™=Y i xt) =0, eine Schar x = x(t;¥1,72,...,Vn) von Losungen hat, die von n un-
abhéingigen Parametern abhéngen. Fiir gegebene Parameter 71, . . ., 7, erhilt man eine spezielle (partikulire)
Losung. Oft kann man diese Parameter durch Angabe von n Anfangsbedingungen (™ (to), (=D (to), ...,
x(to) festlegen. Dies gilt alles auch fiir vektorwertige Funktionen 7(¢), wobei dann die Parameter 71, ..., 9,
ebenfalls Vektoren sind.

Das bisher gesagte ist nicht ganz richtig: Ist f(sv(”)7 ..., x,t) nicht in allen (™ _ ... x linear, so spricht
man von einer nichtlinearen Differentialgleichung. In diesem Fall ist die spezielle Losung nicht immer durch
die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt. Beispiel:

&= av/|z|, a>0. (3.40)
Die allgemeine Losung ist
. +1 fiira>0
z(t) = 042%_7) (t—v)® mit sgna:=<{0 fira=0 (3.41)
-1 fira<0
wegen
. a?sgn(t — v a?
i(t) = f()(t—v)=5|t—v|=a 2. (3.42)

Aber es gibt zusétzlich die isolierte Losungen x(t) = 0, die nicht in der Schar (3.41) enhalten ist.

T

Bm?j//z/

Geben wir nun z.B. 2(0) = ¢ < 0 vor, so sind folgende Losungen damit kompatibel:
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xz
f; r i
Lo
a2
—Z(t —t1)? firt <t
z(t) =40 fiir t1 <t <t (3.43)
2
%(t )2 fiirt >t
mit
2 2
2(0) = —%(0 )2 = —%tQ L 2 (3.44)

2
= t1 = a\/ —XI0 (345)

(beachte xy < 0). Aber t5 kann beliebig t; gewiihlt werden, solange to > t;. Ein analoges Problem tritt bei
der Newtonschen Bewegungsgleichung

mi = B+/]x| (3.46)

auf, die eigentlich harmlos aussieht. In praktisch vorkommenden Féllen scheint dies aber nicht aufzutreten.
Besonders wichtig fiir uns sind aber lineare Differentialgleichungen. Diese haben die Form

Z a;(t) 29 = B(1). (3.47)

Man beachte, dass die Koeffizienten o; und die Inhomogenitét 3 von ¢t abhédngen kénnen. Ist 3 = 0, so heifit
die Gleichung homogen, sonst inhomogen. Fiir homogene lineare Differentialgleichung gilt das Superpositi-
onsprinzip: Sind z; (t) und x2(t) Losungen, so ist es auch cyz1(t) + caz2(t) mit beliebigen Konstanten ¢y, ca.
m Losungen x;(t) heiBen linear unabhingig, wenn > 7, ajx;(t) = 0 nur durch oy = az = ... = @y, = 0
erfiillt werden kann (analog zu Vektoren).

Fiir homogene lineare Differentialgleichung kénnen wird die Parameter v;,j = 1,...,n als Koeffizienten
einer Darstellung durch n unabhéngige Losungen wéhlen:

(1, n) = Z%‘l‘j(t) (3.48)

Kennt man also n unabhéngige Losungen, so hat man schon die allgemeine Losung.
Fiir die inhomogene lineare Differentialgleichung

> (e = B() (3.49)

7=0
sel Tgp,(t) eine spezielle Losung. Sel Thom(t;71,--.,Vn) die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen
Gleichung Y27 a;(t)2?) = 0. Dann ist
> 0y (1) (@sps + whom) Y = 3 a5 (02, + 7 a(tayn, = A1) (3.50)
§=0 §=0 j=0

=B(t) =0
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eine Losung der inhomogenen Gleichung. Da sp,(t) + Thom (t;71, - .. ,7n) bereits von n unabhingigen Pa-
rametern -y; abhéngt, ist es sogar die allgemeine Losung. Wir brauchen fiir die Losung also die allgemeine
16sung der homogenen Gleichung und nur eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Beispiel: freier Fall unter Einfluss der Luftreibung. Dies ist ein eindimensionales Problem, wir wéhlen die
Koordinate x nach unten.

X

Es wirken die Gewichtskraft Fe; = mgZ und die Stokesche Reibungskraft Fr = —aid. Die Bewegungs-
gleichung (2. Axiom) lautet
miE = mygi — ail, (3.51)

also m& = —at + mg und damit
&+ ai = mg. (3.52)

Dies ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung. Aber x selbst tritt gar nicht auf, also ist
es auch eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung fiir .
(a) Allgemeine Losung der homogenen Gleichung;:

Mihom + Qdhom = 0. (3.53)

Ansatz: Znom = Y16 (71, ¢ sind unbekannte Konstanten). Einsetzen ergibt

=0 = -mcta=0 = c=—. (3.54)

—myice” + ayre”
m

Also ist Thom = 'yle’at/ ™ eine Losung fiir alle ;. Da dies einen Parameter (1) enthélt, ist es bereits die

allgemeine Losung.
b) Spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung: Ansatz: z4,, = const =: vg. Einsetzen ergibt
P

mg

O+avg=mg = wvy= - (3.55)
(¢) Allgemeine Losung: Es folgt
i(t) =me mt + %g. (3.56)
Um «(t) zu finden, miissen wir nochmals integrieren:
m _a, m
a(t) =72 —yi—e m' + —gt. (3.57)
a a

Dies enthilt 2 Parameter, ist also tatséchlich die allgemeine Losung. Wir brauchen zwei Anfangsbedingungen,
um die Losung eindeutig festzulegen. Sei x(0) = 0 (Skizze!) und #(0) = 0 (Start in Ruhe). Dann folgt

m

0 = 2(0)=m9n-mn_, (3.58)

) m m
0 = 20)=m+—9g = m=——yg (3.59)
o o
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und schlie3lich

—y— — — g 3.61
"=mng ey (3.61)
Also erhalten wir die spezielle Losung
m? m? ., m m m? oy
und fiir die Geschwindigkeit
et = (1 et
z(t) o9 ge e (1—e"m"). (3.63)
——

@
2 Zg
0 : ;
0 o
xXr
0 - ;

Der Kérper erreicht also nach einer Zeit von der Groflenordnung m/« asymptotisch die Grenzgeschwindig-
keit vg = mg/a. Fiir einen Fallschirmspringer sind das, vor dem Offnen des Fallschirms, ungefiihr 200 km/h.

3.9 Der harmonische Oszillator

Fiir ein Fadenpendel mit Vernachlabslgbarer Masse des Fadens wirkt die resultierende Kraft in rein tangen-
tialer Richtung. Der radiale Anteil F. der Gewichtskraft wird nimlich genau von der Fadenspannung Fp
kompensiert — ansonsten wiirde der Massenpunkt ja in radialer Richtung beschleunigt werden.
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Die riicktreibende Kraft ist also (Skizze!)

—

Fy = —Fgsin b = —mgsin ¢po. (3.64)
Die Beschleunigung hat auch nur einen ¢-Anteil a¢qA5 = rqﬁgfg = l(j)g?) Die Bewegungsgleichung lautet also
ml¢ = —mgsine (3.65)
= lp = —gsing. (3.66)
Wir sehen, dass die Masse irrelevant ist. Die Differentialgleichung
I+ gsing =0 (3.67)

ist von 2. Ordnung, aber nicht linear, da sie sin ¢ enthélt. Die exakte Losung erfordert spezielle Funktionen
(elliptische Integrale). Fiir kleine Auslenkungen ist jedoch sin ¢ = ¢ und wir erhalten die Bewegungsgleichung
des harmonischen Oszillators

b+gp=0 = é:—%qb. (3.68)

Wir verwenden einen Losungsansatz mit komplezen Zahlen, der eine besonders kompakte Darstellung ge-
stattet. Komplexe Zahlen treten hier ganz natiirlich auf: Die Gleichung ¢ = —(g/1)¢ erfordert eine Funktion
¢, die zu ihrer eigenen 2. Ableitung proportional ist. Ein naheliegender Ansatz ist die Exponentialfunktion

o(t) = o (3.69)
= ¢ = o, (3.70)

also
¢0026d‘:—%¢068t = c2=—%<0. (3.71)

Der Ansatz ist also erfolgreich, aber nur, wenn ¢ die Wurzel aus einer negativen Grofe ist. Die Losungen
sind

c= ii\ﬁ mit i =v/—1. (3.72)

Da die Differentialgleichung linear ist, gilt das Superpositionsprinzip und die allgemeine Losung (zwei Para-
meter!) ist

B(t) = eV 4 e VL (3.73)
Das ist sicherlich keine Losung des physikalischen Problems, denn der Winkel ¢ muss reel sein. Was haben

wir also gewonnen? Wir kénnen aus den zwei unabhéngigen komplexen Losungen eV 9/!t zwei unabhiingige
reelle Losungen konstruieren, die damit physikalisch sinnvoll sind: Zum einen

i/ It —in/St
M+ = Cos \/§t (3.74)
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und zum anderen

i/It _ —iy/Zt
DT fon (375)
i

Damit ist die allgemeine reelle Losung
@(t) =~y coswt + v, sinwt (3.76)

mit w := 4/g/l. Man kann die Additionstheoreme fiir Kosinus und Sinus verwenden, um zu zeigen, dass die
allgemeine Losung auch als

() = ¢o sin(wt + B) (3.77)
mit den beiden Parametern ¢y und 8 geschrieben werden kann.

Wie bekannt, erhalten wir eine Losung derselben Form fiir das Federpendel mit der Bewegungsgleichung
md& = —kx, wobei dann die Kreisfrequenz w = y/k/m betriigt.

3.9.1 Gedampfter harmonischer Oszillator
Das Federpendel mit Stokesscher Reibung hat die Bewegungsgleichung mz = —ad — kx, also

mi + at + kxz = 0, (3.78)

ct

eine homogene lineare Gleichung. Ansatz: z(t) = zoe wie zuvor. Einsetzen ergibt

k 2 k
mEtactk=0 = A4 oct—=0 = c=--r e (3.79)
m m 2m 4m?2  m

Fiir « = 0 (keine Reibung) schreiben wir

c::i:\/—E ::i:z'\/E =: iwp. (3.80)
m m

Wir definieren auflerdem 8 := «/2m. Dann gilt fiir beliebige o > 0 (oder dquivalent 8 > 0)

c=—B+1/B8%—wd. (3.81)

Offenbar erhalten wir wesentlich verschiedene Losungen je nach dem Vorzeichen von 82 — w3. Wir machen
daher eine Fallunterscheidung;:
(a) B < wp (Schwingfall):

c = —BLiy/Juwi-p2=-Ftiw (3.82)

—_———

reell
= 1z = zget = zoe PleTt, (3.83)

Die allgemeine komplexe Losung ist
x = e Pt + zype ™Y, (3.84)
Die allgemeine reelle Losung ist, analog zur ungedampften Schwingung,

x = e Pz sinwt + xy coswt) = zge P! sin(wt + ¢). (3.85)

~
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(b) B > wo (Kriechfall):

c = —B+4/B%—w} (3.86)

T
= x = xoe_([ﬁ\/m)t. (3.87)
Die allgemeine Losung lautet
z=pe BVI B | g o= (BHV/BP—ub)t (3.88)
Das ist eine Uberlagerung von zwei exponentiellen Zerfillen mit Zerfallsraten 3 F \/m .

X

\/ t
BB )

’ xIie

e T

kleine Rate, langsamer Prozess

(¢) B = wp (Aperiodischer Grenzfall):
c=-8 = x=uxpe " (3.89)
Wir erhalten nur eine Losung. Die allgemeine Lésung muss aber die Superposition von zwei Losungen sein.
Wie bekommen wir die zweite? Wir betrachten die Differentialgleichung fiir diesen Fall:
. @, k . . 2
i+ —i+—x=3+20c+wizx=0 (3.90)
m m
mit 8 = wy, also
# + 2wod 4+ wiz = 0. (3.91)

Wir gehen nun vom Fall (b), 8 > wp, aus und fithren den Grenziibergang 8 — wg aus. Die beiden unabhéngi-

gen Losungen sind
e~ B=VB2—wit  nd e (BHVB2-wit (3.92)

Wir kénnen aber zwei beliebige, unabhéngige Linearkombinationen von diesen als unabhéingige Losungen
wéhlen, z.B.

e~ (B—V/B2—wi)t _ —(B+y/B2—wd)t

e~ (B=VB =t ynd
2y/3? — wi

(3.93)

Nun sei f — wy, dann werden diese Losungen zu

e~ (—VFmR et (3.94)

klein klein

——~ ——~
e~ (Bt _ o= (B+/FT—R)t e
2% — wi ‘ 2,/32 — u?
~ e—5t1+ B% —wit— 1+ ﬁQ—wgt:te_ﬂt

NG

=te “0t. (3.95)
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Das ist eine zweite unabhingige Losung fiir 8 = wg. Die allgemeine Losung ist daher
x = (zo + vot) e~“°L. (3.96)

Der Graph von x(t) unterscheidet sich qualitativ nicht von Fall (b).

3.9.2 Getriebener harmonischer Oszillator
Wirkt eine zeitabhéngige duflere Kraft F'(t) auf das geddmpfte Federpendel, so lautet die Bewegungsgleichung

F(t
F 4+ 28 + wie = # (3.97)

Diese Differentialgleichung ist inhomogen. Die allgemeine Losung ist die bekannte allgemeine Losung der
homogenen Gleichung plus eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Nun sind alle Losungen der
homogenen Gleichung fiir § > 0 gedimpft und verschwinden daher fiir grofle Zeiten ¢. Nach einem , Ein-
schwingvorgang® bleibt also nur noch die spezielle Losung iibrig.

Diese konnen wir z.B. durch Fourier-Transformation finden: Sei

(oo}

Flw) = / dt e F(t) (3.98)

=~ F1) = /“%§e4wqu) (3.99)

— 00

und analog fiir z(t), z(w). Fourier-Transformation der Differentialgleichung liefert

—wz(w) + 2Biwz(w) + wiz(w) = Fr(:) (3.100)
1 FWw)
= z(w) = mZ a2 1 2w (3.101)
B T dw it 1 F(w)

Beispiel: F(t) = Fpcos Qt. Wir gehen zur komplexen Kraft F(t) = Fye™? iiber und erinnern uns spiter,
dass nur der Realteil der Losung physikalisch relevant ist. Dann ist

(oo} oo

Flw) = / dte™t Foe™™ = F, / dtet Wt
= 2nFyo(w+ Q) (3.103)
und es ergibt sich
Fo |y 8wt
t _ Y d iwt
z(t) m / e wd — w? + 2ifw
—o0

FO eiQt

PR T

Fo w2—Q2+2ifw o
m (R — Q22+ 45202°¢

R 1 o
= 22— e’ (3.104)
m o/ (wg — Q%) + 4527

mit tan ¢ = 28Q/(wg — Q?), wobei wir wegen Im (w3 — Q2 + 2i3Q) = 262 > 0 die Lésung mit 0 < ¢ < 7
wéahlen miissen. Die physikalische Losung ist
Fy 1
() = — 2 2)2 2002
m \/(wg — Q2)2 +452Q

cos(wt + ¢). (3.105)
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Wir finden das Phiénomen der Resonanz: Fiir Q =~ wg, d.h. Antrieb nahe der Figenfrequenz des Oszillators,

wird die Amplitude
Fy 1

m (W} ) + 4P
der Schwingung grofl und divergiert sogar fiir kleine Ddmpfungen 5 — 0. Die Amplitude als Funktion von
Q/wp ist hier dargestellt:

(3.106)

I N —— B=05w,
| ----B=01w,

Amplitude (bel. Einheiten)

3.10 Arbeit und Energie

3.10.1 Arbeit

Wir betrachten die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt in drei Dimensionen, ﬁ = F.
Wir nehmen m = const an, dann folgt

mi = F(F, 7). (3.107)
Es ist klar, dass eine Anstrengung nétig ist, um einen Korper gegen eine Kraft zubewegen (z.B. Stauchung
einer Feder). Ein quantitatives Maf} dafiir ist die Arbeit: Um einen Massenpunkt in einem Kraftfeld F von
7 nach 7+ dr zu bewegen, muss die Arbeit

W = —F - dF (3.108)

geleistet werden. Fiir eine Bewegung entgegen der Kraft ist F - di < 0 und daher W > 0 (Arbeit muss
geleistet werden):
()
—= oW >0
dr

Wir verwendet hier mit Absicht ein besonderes Symbol W fiir die infinitesimale Arbeit, auf dessen
Bedeutung wir in Kiirze zuriickkommen. Die geleistete Arbeit fiir eine nicht infinitesimale Bewegung vom
Ort 1 zum Ort 73 entlang einer Bahn C lautet dann

We = f/dﬁ F(7,7t). (3.109)
C
ﬁ —
T2
dr’
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Das Kurvenintegral rechnet man aus, indem man 7 entlang der Bahn durch einen skalaren Parameter
ausdriickt. Das kann z.B. die Zeit t oder die Bogenlédnge s sein.
Beispiel: In zwei Dimensionen sei

F =

-«
2

29 (3.110)

2R

Wir betrachten die skizzierten Bahnen C;, Co, die jeweils wihrend der Zeit ¢ mit konstanter Geschwin-
digkeit |7] durchlaufen werden sollen. (Die Geschwindigkeit ist fiir die beiden Bahnen verschieden.) Es ist

T T
. a, 2R o, - . = oo
We, = —/ dr -ﬁ¢: ?/dtﬁx'(b: 0 (da iiberall auf der Bahn F' L dF gilt) (3.111)
0 —~— 0 =0
_ 2B,
B T
aber . .
a TR « - o
We, = — dr —=¢=——— [ dtdp-¢p=—— #0. 3.112
e T T R (3112)
TR, 0 =1
=dt—¢ ~—
T =T

Die Arbeit ist hier also vom Weg abhéingig.

Wir kommen zu der Bedeutung des Symbols 6W zuriick. 0W anstelle von dW bedeutet, dass 6W zwar
infinitesimal ist, aber nicht unbedingt ein totales Differential. Es wire ein totales Differential, wenn eine
Funktion W (7, 7,t) existierte, so dass

ow ow ow ow ow ow ow
oW = dW =—d d d d d d ——dt

ot o o T o T o T B T

ow ow ow

= —dr —dif 4+ ——dt. 3.113
or + or + ot ( )
Wir wissen aber nach der Definition, dass §W = —F - di’ gilt, also miisste dann gelten

a—wf W =—F wd 20 wa Yo (3.114)
or or ot

Damit §W ein totales Differential ist, darf W also nur vom Ort 7 abhéingen und muss F(7) = —VW (7)
gelten. F héngt dann natiirlich auch nur vom Ort ab. Ist W ein totales Differential, so nennt man das
Kraftfeld F(7) konservativ.

Allgemein sind folgende Aussagen fiir F = F' (7) dquivalent:
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o Fist konservativ,
o rotﬁzﬁXFZO,
e es existiert eine Funktion V(7), so dass F = —VV,

die Arbeit — [ dr- F hé&ngt nicht vom Weg ab, nur von den Endpunkten,
c

die Arbeit — § dr- F =0 fiir jeden geschlossenen Weg C.
c

Wir wollen hier nicht alle Aquivalenzen beweisen. Wir zeigen nur, dass aus F = —VV die beiden letzten
Eigenschaften folgen: C; und Cy seien zwei Wege mit gemeinsamem Anfangspunkt 7; und Endpunkt 75. Aus

F = —VV folgt dann We, = — [ di-F = [ dF-VV = V() — V(7)) und analog We, = ... = V(i) = V(71),
C1 cl
also We, = We,. Der letzte Punkt folgt sofort, indem man den geschlossenen Weg C in zwei Teile C; und Cs

aufteilt und beachtet, dass die Arbeit ihr Vorzeichen &ndert, wenn man einen Weg in umgekehrter Richtung
durchlduft. Im obigen Beispiel ist F' = (a/r2)¢ also nicht konservativ,

Es ist wichtig, sich zu merken, dass ein konservatives Kraftfeld auf jeden Fall nur von 7, nicht von 7 oder
t abhéingen darf. Also ist z.B. das Kraftfeld F = (csinwt) ¥ mit einer Konstanten ¢ nicht konservativ, obwohl
es V x F =0 erfiillt.

3.10.2 Leistung

Die geleistete Arbeit pro Zeiteinheit ist die Leistung

dw
P:=— 115
o (3.115)
Mit
t t
o dF - o

W=—¢ar-F = —[aZ F = —[atiF (3.116)

C to to

folgt unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

d 1 50,0 (=2l =] /
P = % dt'F(t") - F(F(t"), 7 (t),t)
= i (t)- F(F@),i(t),t) = —7- F. (3.117)

3.10.3 Kinetische Energie und Energieerhaltung
Aus der Bewegungsgleichung mir=F folgt

mr-7=F -7 (3.118)
Die linke Seite ist die Zeitableitung der kinetischen Energie

m

T:= =72 (3.119)

\V]

also
dT

dt
Fiir eine Bewegung von 7| nach 75 folgt

=mr-F=F - F=—-P (3.120)

7”2,7"2,t2

71177”17751
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to ta
T
Wayy = /dtP(t) = —/dt Cth =T, —Ts. (3.121)

Die geleistete Arbeit ist also gleich der Anderung der kinetischen Energie. Ist insbesondere das Kraftfeld
konservativ, so hiangt W5, nicht vom Weg ab, sondern nur vom Potential V' am Anfangs- und Endpunkt:

Wy = Vo—-V, =T -1, (3.122)

= T1+Vy = Th+ Vs (3.123)

Fiir konservative Kréfte ist die Summe T + V also erhalten. Wir nennen V' die potentielle Energie und

E := T+ V die Gesamtenergie oder einfach Energie des Massenpunktes. Wir haben also den wichtigen
Energieerhaltungssatz

%?2 + V(7) = E = const (3.124)

fiir einen Massenpunkt in einem konservativen Kraftfeld gefunden.

3.11 Drehimpuls und Drehmoment
Wir definieren als weitere Grofie den Drehimpuls eines Massenpunktes
L:=FxXp=mFxT (3.125)

Wie &ndert sich der Drehimpuls unter dem Einfluss einer Kraft? Wir finden

L=mix F+mix7=7xF. (3.126)
——
=0
Diese Grofle nennen wir das Drehmoment
M :=7xF, (3.127)
so dass gilt
L=DM. (3.128)

Wichtig: L hiingt (anders als p) von der Wahl des Koordinatenursprungs, also von rein rdumlichen Trans-
formationen, ab:

7' g
v F=R+7
R
S
Sei nimlich £ =0 (zeitunabhiingige Verschiebung), dann ist
L = mixi=m(R+7)x7
= mRxFP+L =Rxp+1L. (3.129)

Es ist also wichtig, den Ursprungspunkt anzugeben.
Offenbar ist der Drehimpuls erhalten, wenn M = 0 gilt. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

o F =0 (trivial)
e F parallel zu 7, also F = f(F,?Lit)f, d.h. F ist ein Zentralkraftfeld.

Auf Zentralkraftfelder kommen wir in Kiirze zurtick.

Ist der Drehimpuls erhalten, so kénnen wir eine chhtlge Aussage iiber die Form der Bahn machen. er
gehen von der Feststellung aus, dass L senkrecht auf 7 und # steht Ist nun L = const, so stehen 7 und 7 fiir
alle Zeiten senkrecht auf dem konstanten L. Die von 7 und 7 aufgespannte Ebene ist also zeitunabhéngig.
Damit liegt die gesamte Bahn in dieser Ebene, die auflerdem den Nullpunkt enthélt. (Bemerkung: Der
Binormaleneinheitsvektor muss dann also ebenfalls konstant sein und es muss L = +Lb gelten.)



KAPITEL 3. NEWTON-MECHANIK 32

3.12 Zentralkrafte

Wir schlielen noch eine vertiefte Diskussion der aus Abschnitt 3.6.3 bekannten Zentralkrifte an. Nach der
Definition haben Zentralkrafte die Form

F(F,7t) = f(7,7,t)7. (3.130)
Dann gilt )
L=M=7FxF=Fxff=rffx#=0, (3.131)
also ist der Drehimpuls erhalten und die Bahn eben, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben.
Es ist wichtig einzusehen, dass Zentralkraftfelder nicht kugelsymmetrisch sein miissen, z.B.
F = (focosf)?, (3.132)
aber L = const gilt in jedem Fall. Kugelsymmetrie ist fiir Drehimpulserhaltung nicht erforderlich.
z
\ //
| /
N \\ / -7 -
~ \ /
=~ } \ / - /
\\ A, //
2y -
s /N
// \\ }
/ ’ / \ ~~ ~
. - / \\ > ~
// \\
/ \
Wann ist ein Zentralkraftfeld konservativ? Es muss F = —VV (7) gelten, also
FF)F = —VV(#). (3.133)
Der Gradient lautet in Kugelkoordinaten
- o 190 -~ 1 0
=r—+0-— . 3.134
v rar—'_ r30+¢rsin93¢ ( )
Bei einem Zentralkraftfeld darf der Gradient aber nur eine #-Komponente haben. Es folgt
oV
F) = ——— 3.135
o= -5 (3135)
10V
0 = —— 3.136
r 00 ( )
1 oV
0 = i 3.137
rsinf J¢ ( )
= V = V), (3.138)

also darf das Potential nur vom Abstand r = |7] abhéingen. In diesem Fall sprechen wir von einem Zentral-
potential.

Bemerkung: Es existieren konservative und nicht konservative Zentralkrifte. Ebenso existieren konserva-
tive und nicht konservative nicht zentrale Kréfte.

In einem Zentralpotential sind der Drehimpuls (wegen der Zentralkraft —VV) und die Energie (weil ein
Potential existiert) erhalten. Das konnen wir ausnutzen: Die Bahn ist eben (E = const), wir wihlen ein
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Koordinatensystem so, dass die Bahn in der xy-Ebene liegt und wahlen ebene Polarkoordinaten r, ¢. Der
Drehimpuls ist

L = mixi@=mix (it +rpp) (vgl. Abschnitt 2.1)
ergibt Null
— 200, 227 L
= mri¢f x ¢ = mr°¢3 = const. (3.139)

Die Energie ist

B = 2F? V() = T +19d)’ + V(1) = 57 + Tr2d? + V(r) = const. (3.140)
Hier kénnen wir ¢ durch L ausdriicken:
. L
= — 3.141
b= (3.141)
_ Mo L?
= FEF = 5" +2mr2+V(r)
= T+ Vea(r) (3.142)

Vegr nennt man das effektive Potential. Wir haben jetzt die Energie fiir ein effektives eindimensionales Pro-
blem mit der einzigen Koordinate r erhalten. Wegen m#?/2 > 0 muss E > Vog(r) gelten. Das schrinkt die

moglichen Bahnen ein: z.B. fiir V(r) = —¢*/4meor existieren drei Fille:
Vi |
\
\L?/2mr?
\
\
\
\
> ~
Ve(r) ~==--__
0 —— e
Vmin -0 7 i
/
/
/
/ dmeg T
!
!

o fiir £ < Vi, existieren keine Losungen,

e Viin < E < 0ist der Radius r beschriankt auf das endliche Interval, in dem E > Vg gilt, die Bewegung
ist gebunden,

e fiir £ > 0 ist der Radius nach unten beschrinkt durch E > Vig(r), kann aber beliebig grofl werden,
die Bewegung kann ungebunden sein (sicher wissen wir das noch nicht).

3.13 Die Planetenbewegung
Wir betrachten speziell die Gravitationskraft

q M
F= 7777;2 . (3.143)

Das ist offensichtlich eine Zentralkraft. Sie ist konservativ, da F=-VV gilt, wobei

V=V()= 77m7f\/[' (3.144)

Wir wissen also, dass Energie £ und Drehimpuls L erhalten sind. Damit ist die Bahn eben. Es gibt verschie-
dene Moglichkeiten, wie man weiter vorgehen kann. Wir betrachten nur eine davon.
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(a) Wir definieren den Lenzschen Vektor (beachte die Schreibung des Namens)
A=Fx L+ V()7 (3.145)

Da L senkrecht auf der Bahnebene steht und 7 in der Bahnebene liegt, liegt auch A in der Bahnebene. Es
ist ) . 9y
A=ixL+#<T+ 5T V (r)F (3.146)

Nach der Newtonschen Bewegungsgleichung

F=—VV = —f— 14
mr \A% o (3.147)
folgt
o 10V
A = =~y Lpr 7
o + 57 + V(r)r
ov1 . ov (d ==\ . X
=~ T (7 % _‘)+E <dt\/r-r)r+V(r)r
v L OV IR :
= ————Fx (7 — F . 14
o (7 x 7))+ ar 3 7+ V(r)r (3.148)
Wegen des Entwicklungssatzes @ x (b x &) = b(@- ) — &@- b) gilt 7 x (7 x 7) = #(F- 7) — 2, also
. ovir . 5 9 o
A = S [—r T+ 7 + (BT + V()T
ov .
= —_— . .14
[r 5 —&—V(r)} T (3.149)

(3.150)

Also ist der Lenzsche Vektor eine weitere Erhaltungsgrofie!
(b) Wir wollen nun die geometrische Form der Bahn bestimmen. Dazu benétigen wir eine Gleichung fiir
7 allein, in der weder die Zeit noch die Geschwindigkeit 7 auftreten. Wir haben A = —L x 7+ V(r) ¥ und

wir wissen, dass 7 orthogonal zu L ist. Es folgt

LxA = —Lx(Lxi+V(@)Lx7=+L*F+V(r)Lx7 (3.151)
. LxA V(@)Lx7
- 7= -0 (3.152)

Nun gilt L = mi x 7 = const, also

S
=
X
=
X
=
<
3
3
X
=
X
-

= 222 re T (3.153)

Sei ¢ der Winkel von 7 gegeniiber A in der Bahnebene.
L

il

N
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Die z- und y-Komponenten der Gleichung (3.153) sind trivial (0 = 0). Die z-Komponente lautet

L A ym ymM
— = psin (5 + (;5) T+ — (3.154)
| —
cos ¢
1 ym?M  mA
RO R I
2
ym*M A
= 1 . 1
Iz ( + —y oS (b) (3.155)
Dies hat die Form der Gleichung
1 1
o= %(l—i—ecosgzﬁ) (3.156)

eines Kegelschnittes mit einem Brennpunkt bei 7 = 0. Der Parameter ¢ = A/ymM entscheidet iiber die
genaue Form der Bahnkurve:

e=0 : Kreis
0<e<1l : Ellipse
e=1 : Parabel
e>1 :  Hyperbel

Insbesondere sehen wir, dass die gebundenen Bahnen, die fiir die Planetenbewegung wichtig sind, Ellipsen
(im Grenzfall Kreise) sind. Das ist das 1. Keplersche Gesetz. Wir leiten noch die anderen beiden Keplerschen
Gesetze her:

(c) Wegen L = 0 ist die Bahn eben. Sei dS die vom ,,Fahrstrahl* (d.h. dem Radiusvektor 7) withrend des
Zeitintervals dt iiberstrichene Fléche.

Y

dS ist die Hilfte des von 7(t) und 7(¢t 4+ dt) aufgespannten Parallelogramms:
|7(t) x 7(t + dt)|

d =
S 2
F(t) x 7 F(t)dt
= [7(t) x [p@g—’— ()] (Taylor-Entwicklung)
1 . 1=
— — = = — L
2|r X 7ldt Qm‘ |dt
d L
d;j = % = const (3.157)

Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten (dt) gleiche Flidchen (dS). Das ist das 2. Keplersche Gesetz.
Beachte: Es folgt allein aus der Drehimpulserhaltung.
(d) Aus (c) folgt

T

s [ L
/dtﬁ _ /dt% (3.158)

0 0
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mit der Umlaufzeit 7. Daher gilt fiir die Gesamtfliiche der Ellipse S = L7/2m. Andererseits ist S = wab mit
den Halbachsen a,b. Sei 0.B.d.A. a > b. Es folgt

7_2 B (%)2 B (2m£rab)2 B 47r2m2b2 3150
@ @ P L2 (3.159)
Nun gilt fiir die Ellipsenbahn
1o l(1 + ) (3.160)
e €COS ¢ .

und die Ellipse ist die Menge aller Punkte, fiir die die Summe der Abstéinde von den beiden Brennpunkten
konstant gleich 2a ist. Der sonnennéchste Punkt hat

k
= Tmin = =a— 161
r=r e ¢ (3.161)
und der sonnenfernste X
T = Tmax =a-+e. (3162)
1—e€
Es folgt
E = (1+e(a—e) = (1—¢)(a+te) (3.163)
= gdg—etea—fe = g+e—ca—fe (3.164)
e
_ e 3.165
= € ; ( )

Einsetzen in 7y, ergibt rpm = a—e =k/(1+e¢/a) = ka/(a+€), also (a+¢)(a — €) = ka und a® — e? = ka.

Andererseits ist a? — e? = b2, also b?> = ka. Daraus folgt b?/a = k = L?/ym?M und schlielich
T2 4m2m?  L? 47
E = TW = W = const. (3166)

Das ist das 3. Keplersche Gesetz.



Kapitel 4
Mehrteilchensysteme

Systeme von praktischem Interesse bestehen oft aus vielen Teilchen. In diesem Kapitel untersuchen wir, wie
sich die Newton-Mechanik fiir diese Situation verallgemeinern lésst.

4.1 Erhaltungssitze bei Systemen mehrerer Massenpunkte

4.1.1 Impulserhaltung

Wir betrachten zunéchst Systeme aus N Teilchen mit den Massen m; und Orten 7;, ¢ = 1,..., N. Die
Gesamtkraft F; auf Teilchen i setzt sich zusammen aus der duferen Kraft F** und den von anderen Teilchen
j # i ausgeiibten inneren Kriften F;j:
Fy=F>+> Fy;. (4.1)
J#i
Fiir jeden Massenpunkt mit konstanter Masse gilt, wie wir aus Kap. 3 wissen, das 2. Axiom

mit; = F, = F*+ > Fy. (4.2)
J#i
Auflerdem gilt das 3. Axiom
Fij = —Fj. (4.3)
Das 3. Axiom wird erst hier wichtig — in der Ein-Teilchen-Dynamik spielt es keine Rolle. Wir definieren:
M = Zmi (Gesamtmasse), (4.4)
~ 1
R = §Yi ; m;7;  (Schwerpunkt), (4.5)
p o= Z]ﬁ; (Gesamtimpuls). (4.6)

Es gilt MR =, mir; =5, F; = 3, F™* + Z Z Fy;j = F*, also zusammengefasst der Schwerpunktsatz
i i
—_———
=0

MR = Fe~, (4.7)

Der Schwerpunkt bewegt sich wie ein Massenpunkt mit der Gesamtmasse M, auf den die Summe aller
dufSeren Krifte wirkt. Allgemeiner gilt
p=F, (4.8)

auch falls die Massen nicht konstant sind. Insbesondere gilt der Impulserhaltungssatz

F*=0 & j=const. (4.9)

Der Gesamtimpuls ist also genau dann erhalten, wenn die Gesamtkraft verschwindet. Bemerkungen: 1. Die
einzelnen pj sind i.A. nicht erhalten. 2. Die einzelnen Krifte F;* und auch Fj; miissen nicht verschwinden.

37
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4.1.2 Drehimpulserhaltung

Weiter definieren wir den Gesamtdrehimpuls

N
i
-]
&
Il
-]
3
:3
X
S

(4.10)

Es gilt fiir m; = const

= D FHX(FX+ > Fy). (4.11)
Fiir den Beitrag der inneren Krifte gilt
IMLEDILIEE DM EDMIES DL
2 & — 2 & ,
j#i % J#i J
= 3 (7 —75) X Fij, (4.12)

wobei wir im ersten Schritt in der Hilfte des Terms die Bezeichnungen ¢ und j vertauscht haben.
Falls die inneren Krifte sdmtlich Zentralkréfte sind, sind die F;-j parallel zu 7; — 7; (Beispiel: Coulomb-

Kraft) und ihr Beitrag zu L verschwindet. Dann ist

L= x e, (4.13)

i
Wir definieren das duflere Drehmoment M := 7 x F* und das Gesamtdrehmoment

M =" M = Zrz Fex., (4.14)

[

Dann gilt L = M*®* und insbesondere der Drehimpulserhaltungssatz

=

M =0 <& L =-const, (4.15)

falls die inneren Kréfte Zentralkrafte sind.

4.1.3 Energieerhaltung
Aus F‘Z = mlf; folgt

SR A= mif = gy S F = T (1.16)

mit der gesamten kinetischen Energie T'. Wir miissen uns noch iiberlegen, wie der Begriff der konservativen
Kraft sinnvoll auf Mehrteilchensysteme zu verallgemeinern ist. Eine Konfiguration des Systems wird durch
die Angabe der N Orte 71,75,...,7n eindeutig beschrieben. Wir nennen das System bzw. die wirkenden
Krifte konservativ, wenn alle Integrale der Form

_(2) ~(2)

T . ) .
—/ df’1~F1—/ drg - F5 — ...
D D
1 2
2
=S / dF, - F, (4.17)
—~ )

nur von den Start- und Endkonfigurationen abhéngen, aber nicht von den Wegen dazwischen und auch nicht

War

von den Geschwindigkeiten oder der Zeit. Also muss ein Potential V (7,75, ...) existieren, so dass gilt

Wa = VED, &P, ) —vEY &Y ). (4.18)



KAPITEL 4. MEHRTEILCHENSYSTEME 39

Wihlen wir speziell zwei Konfigurationen, zwischen denen sich nur der Ort des Teilchens i #ndert, und zwar
von 7; nach 7; + dr;, so ist

7 di; N
Wa = - [ anF
= V('f'l, 7T1+d7?i7' )_V(Fh 77_‘;7 )
ov
_ - dF, 4.19
(Taylor-Entwicklung). Nun ist andererseits
7itdr; N .
Way = 7/ 7, - Fy, = —dr, - F,. (4.20)
Es folgt
—F, - dF; = g‘: - dF; (4.21)

3

fiir alle infinitesimalen Verriickungen dr;. Also sind konservative Kréfte durch Gradienten gegeben,

f_ V(LT

i = = 4.22
8ri ( )
Damit folgt fiir konservative Krifte
d S oV dr; av
=T = F .7 =— = 4.2
D DL D Y T (4.23)
(Kettenregel) und schlielich
d
—(T'+V)=0. 4.24
ST+ (1.24)

Also ist T+ V =: E, die Gesamtenergie, eine Erhaltungsgrofe, falls alle Kréifte konservativ sind. Sind sie es
nicht, kénnen wir F; in einen konservativen Anteil —9V/O7; und einen dissipativen Anteil FS5 aufspalten
und schreiben

d ov diss =
al = Z(‘am+Fi )T

K2

d diss >
- v R (4.25

und damit

d I
Z(T+V) = > FSs (4.26)

Anderung der Gesamtenergie

———

Leistung der dissipativen Krifte

Insbesondere folgt der Energieerhaltungssatz

E=T+V =const falls Fdiss =0 Vi. (4.27)

4.2 Der Virialsatz

Wir fithren zun#chst ein neues Konzept ein, nimlich das des zeitlichen Mittelwertes. Fiir irgendeine zeitabhéngi-
ge Grofle f(t) definieren wir den zeitlichen Mittelwert durch

to+T7
(f) == lim / dt £(8), (4.28)

T—00 T tO

wobei ty eine Anfangszeit ist, zu der wir das System prépariert haben. Der Mittelwert sollte nicht von der
Wahl von ¢y abhéngen, wenn doch, sollten wir priifen, ob wir etwas sinnvolles ausrechnen. Wir leiten jetzt
eine Aussage iiber die zeitlich gemittelte kinetische Energie her: Aus m;7; = F; folgt

domit; - Fi= Y F -7 (4.29)
i i
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Die linke Seite ist J
1 1
—_——
=2T
Wir beschranken uns auf konservative Kriafte. Dann ist die rechte Seite

= ov
;FZTl:igaﬁ - T

und es folgt

d RN ov R
_%Xi:miri.m—i_QT:;aﬁ ST

Wir bilden den zeitlichen Mittelwert: Fiir den ersten Term ergibt sich

d o ) 1 to+T1
<—dt 2 mifi > =l / di g 2= = lim [Z T ]
1 1

Sind nun Orte und Geschwindigkeiten beschriinkt (im Einzelfall zu priifen!), so ist dies

1
= lim — [beschriinkt] =0

T—00 T

2<T><Z§Z.ﬁ>.

Die rechte Seite des Virialsatzes nennt man das Virial der Krafte.

und es folgt der Virialsatz

to+1

to

40

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

In dieser allgemeinen Form ist der Virialsatz nicht besonders anschaulich. Betrachten wir den wichtigen

Fall von Potentialen in der Form von Potenzgesetzen,
V (71,7, ...) = 1 >l ="
2 ~
15,0 7]
mit oj; = ay; und m # 0. Dann lautet die Kraft auf Teilchen %
- ov. 10 oL
Fi=— Z&kllrk—ﬁm

87"i 2 3 [ Tt

Es treten Beitrige auf, wenn k = ¢ oder [ =1 ist,

=
Zazzmln—m = Zakz |7 — 7™

l;éz k?“

wegen O|F]/0F = div |F] = 7/|F] = 7. Da die beiden Terme gleich sind, folgt weiter

= aam|F — 7" (F - ).

[
Das Virial ist

<Z7"z 87‘L> _—<ZF}F’Z> :<Z O‘ilmm—ﬁ\m*z(f;—ﬁ)

K2

il il

Mittels Umbenennung erhalten wir

—1

T —

‘Tk* T

—

- T

—

> |

1 _ 1 _
= 2<Zaumm—ﬁm2<m—nm>+2<2aum|ﬁ—mmQm—m

il il

<Z am |7 —ﬁm>
il,iAl
LS aalfi ™) = m (V)
= m\{ = Q1 |1y — T =m .
2 l !

il il

il il

[N

—

-1y

;

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Also nimmt der Virialsatz die einfache Form
2(Ty =m (V) (4.42)

an. Beispiele: 1. Harmonische Oszillatoren, d.h. ideale Federkrifte zwischen den Massenpunkten: Fiir diesen
Fall gilt m = 2, also 2(T") = 2(V) und (T') = (V) und (E) = E = const = (T') + (V) = 2(T'). Die Energie ist
also immer positiv. 2. Coulomb- oder Gravitationswechselwirkung: Hier ist m = —1, also 2(T) = — (V) und
(EYy=E=(T)—2(T) =—(T) < 0. Die Gesamtenergie ist hier fiir gebundene Bewegungen immer negativ.

4.3 Zwei-Teilchen-Systeme
Aus den Erhaltungssétzen aus 4.1 kénnen wir bereits einiges iiber die Dynamik von Zwei-Teilchen-Systemen
lernen. Wir definieren wieder den Schwerpunkt

B.— mry + m27"27 (4.43)
mi + mo

auflerdem sei der Abstands- oder Relativvektor
7= 771 — FQ (444)

(Achtung: wird oft mit umgekehrtem Vorzeichen definiert).

1
2
Dann gilt . m
F1:R+M2F , FQ:Rfﬁlf. (4.45)
Aus
mﬂ%l = ﬁl = ﬁfx + ﬁlg (446)
m27':"2 = ﬁg = ﬁzex + ﬁgl (447)

folgt M R = Fex — Fe 4 Fex (Schwerpunktsatz) und
;é:;&l_32:ﬁlcx+ﬁw_ﬁ§x_ﬁ21:ﬁfx_ﬁgx+<l+1)ﬁ12 (4.48)
mp Mo
T
mit der reduzierten Masse p. Verschwinden die dufleren Kréfte, oder ist F;-ex ~ m; (Gewichtskraft!), so folgt
uri = Fis. (4.49)

Héngt Fio nur von 7 = 7, — 7 ab, so entkoppeln die Bewegungsgleichungen fiir R und 7 zu zwei effektiven
Ein-Teilchen-Problemen.

4.3.1 Die Planetenbewegung

In diesem Fall haben wir
(4.50)
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und F°* = 0 (also MR = 0). Die effektive Ein-Teilchen-Bewegungsgleichung ist

mimsa .

7. (4.51)

Fo o
f =
Wir wissen schon, dass die Losungen durch die Keplerschen Gesetze beschrieben sind. Insbesondere sind die
gebundenen Bahnen Ellipsen. Im Schwerpunktsystem, d.h. dem Bezugssystem mit R = 0, ist
ma - mi

1= Vi T o, o = —ﬁr. (452)

!

71 und 75 beschreiben daher ebenfalls Ellipsen.

4.4 Streuprozesse

Wir betrachten nun speziell Prozesse, bei denen die beiden Koérper nicht, oder zumindest nicht fiir alle
Zeiten, gebunden sind, d.h. bei denen 7 nicht beschréankt ist. Man spricht von Streu- oder Stofiprozessen.
Wir beschrianken uns auf die Streuung zweier Massenpunkte. Es gibt zwei wichtige Bezugssysteme:

1. das Laborsystem Sy, in dem ein Experiment durchgefiihrt wird und in dem wir die Dynamik beschreiben
wollen und

2. das Schwerpunktsystem Sg, in dem der Schwerpunkt fest und im Ursprung liegt.

In diesem Abschnitt bezeichnen wir Gréfien im Schwerpunktsystem mit einem Unterstrich: 7, f usw. Die aufle-
ren Krifte mogen verschwinden, dann ist Sg ein Inertialsystem, das aus Sy, durch eine Galilei-Transformation
hervorgeht: . )

¥i—7i=R = pi—p=mR, (4.53)

wobei R die Geschwindigkeit des Schwerpunktes in Sy, ist, und damit die Geschwindigkeit von Sg gegeniiber
S1. Wir bezeichnen Gréflen vor dem Streuereignis mit Symbolen ohne Strich und Gréflen nach dem Streuer-
eignis mit Symbolen mit Strich (*). Mit ,vor“ und ,,nach® meinen wir die Grenzfille t — —oo bzw. t — oo.
(Das setzt voraus, dass die entsprechenden Grenzwerte existieren. Dazu muss die Wechselwirkung hinreichend
schnell mit |7] abfallen.)

Impulserhaltung bedeutet

—

1.in Sp: pr+pe=p) +P

5

=D
=0

2. in Sg:  pL+pe =Py + b

Es folgt
Pp=—p1 und ph=—pj. (4.54)
Hier stellt pj + ph = 0 drei Gleichungen fiir die sechs unbekannten Impulskomponenten nach dem Stof dar.
Energieerhaltung bedeutet
o, Py () (0h)?

1. in Sp: = !
! L le + 2m2 2m1 + 2m2 +Q ’

L2 L2 7 \2 7 \2
P1 P2 (P1) (Ph)
2. in Sg: — — = — = .
s 2ma * 2meo 2ma + 2meo +*Q
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@’ und Q' bezeichnen die Energie, die wihrend des Streuprozesses aus kinetischer in andere Energieformen

umgewa&lelt wird. Es ist

o~ R B
2ma 2meo
(71 +miR)? — (7, +m1R)?
= — + ..
2m1
> 2 —\2 = 2 —~\2
P — (PL) o = >" — (P3) 2
— _ y — .R _ o). R 4.55
2 + (L —p1) - R+ S + (P2 —15) - R, (4.55)
wobei p1 + p2 — pj — ph = 0, so dass folgt
Q' =qQ" (4.56)

Q' ist also invariant unter der Galilei-Transformation von Sy, auf Sg. Wir unterscheiden:

e Q' = 0: elastische Streuung,

e Q' > 0: inelastische endotherme Streuung (kinetische Energie nimmt ab), Beispiel: Teilchen bleiben

aneinander haften,

e ()’ < 0: inelastische exotherme Streuung (kinetische Energie nimmt zu), Beispiel: Teilchenzerfall.

Die Energieerhaltung liefert eine weitere Gleichung fiir die Bestimmung von pf, ph.
In Sg gilt p> = —p1 und py = —p). Es folgt

pe gt e g pid
T = gt g = 5 = 30 =5 fri=12 (4.57)
und analog
o W (4.58)
2

Aus T =T+ Q' folgt

ST~

= V2ul’ = /2uT - 2uQ'

= \/p—2uQ firi=1,2. (4.59)

Dies legt die Betrdge der Impulse in Sg fest.

| s

N
// m N
’ N SS
/ \
/ \
/ \
\
I
] 0 !
= | N
= - T &7
P1 2 ! &
- —
\ / s
\ /
\ /
\ /
\ ’
N —
N p2 //
N I -z

Zusammenfassung: Im Schwerpunktsystem erzwingt Impulserhaltung, dass gilt
Po=—p1 wnd Py =—p. (4.60)

Energieerhaltung fithrt zusétzlich auf

1] =[] = ViB -2 = Vil 20 (161
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Zwei von sechs Komponenten von 7 und g} sind noch unbestimmt. Diese kann man durch die beiden Winkel
0 (Streuwinkel) und ¢ (Azimutalwinkel) ausdriicken. ¢ beschreibt die Orientierung der Ebene, die p} und p}
(und damit g und pj) enthilt, relativ zu festen (Labor-) Achsen. Um 6 und ¢ zu bestimmen, miissen wir
den konkreten Streuﬁozess untersuchen.

Beispiel: elastischer Sto8 zweier harter Kugeln. Im Laborsystem ruhe eine Kugel mit der Masse m und
dem Radius rg. Eine zweite, identische Kugel trifft mit dem Impuls p5 und dem Stofiparameter b (siehe

Skizze) auf sie.

Im Schwerpunktsystem im Augenblick des Stofles sieht die Situation wie folgt aus:

Y

Aus Symmetriegriinden gilt:

e pi1,p2 und ]ﬁ , ]ﬁ liegen in einer Ebene. Wir wihlen diese als zy-Ebene und haben dann ¢ = 0.

b ) 0
e — — SIn ZCOS§

5r (siche Skizze)

b
= 6 =2arccos —,
27“0

solange b < 2r( gilt.

e Im Fall b > 2ry verfehlen sich die Kugeln und trivialerweise gilt 8 = 0.

6

T
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4.5 Kleine Schwingungen

Wir betrachten nun N Teilchen unter der Wirkung rein konservativer Krifte. Dieses System ist zu allgemein,
um etwas Sinnvolles dariiber sagen zu konnen. Wir untersuchen die spezielle, aber wichtige Situation, dass
die Orte 7; der Teilchen nur wenig von einer stabilen Gleichgewichtskonfiguration {7{,79, 79, ...} abweichen.

Gleichgewicht bedeutet, dass die Teilchen in der Konfiguration {7, ...} bleiben, dass also die Gesamtkraft
auf jedes Teilchen verschwindet.

Stabil bedeutet, dass fiir kleine Auslenkungen riicktreibende Kréifte wirken.

Aufgrund der Konservativitiit existiert eine potentielle Energie V (7, 75, . ..). Die Kraft F, auf Teilchen i

ist F; = —QV/O7;. Fiir ein stabiles Gleichgewicht muss V bei {r7°,73", ...} ein lokales Minimum haben. Um
Schreibarbeit zu sparen, fiihren wir Koordinaten ¢y, ..., g3y ein geméif
@ = x—af
@2 = - y?
3 = zn—2)
1 = x— 1Y
_ 0
g3sN = ZN —Z2ZN-

Wir entwickeln V' um das Minimum bei (0,0,...):

3N oV
V(ql,QQ,...) = V(07O,)+Zai q;

i=1 qi 0,0,...

—_—

=0 am Minimum

3N
1 0%V
+5 D 3050
ig=1 qi04q;

qiq;-
0,0,...
1 3N
= V(o,o,...)+§jjz_:11/ijqiqj. (4.62)

Fiir ein stabiles Gleichgewicht muss V' ein Minimum haben. Dazu muss gelten
1
5 Z ‘/ij qiq; > 0 (463)
ij
fiir alle nicht verschwindenden Auslenkungen {q, ga, . ..}. Die Matrix mit den Komponenten
v
Vij = 7 (4.64)
9q;0g;

heifit Hesse-Matriz. Damit die Ungleichung (4.63) gilt, miissen alle Eigenwerte der Hesse-Matrix positiv sein.
Die Newtonschen Bewegungsgleichungen lauten in dieser Nédherung

mzqz = — Z Vrl‘jqj V1. (465)
J
Mit dem Ansatz ¢; = o;e’* erhalten wir
—miwzaigi“’f: - Z Vijajgw = Z(‘/’J - miw26ij)ozj =0. (466)
J J
Dies lasst sich als Matrix-Gleichung schreiben:
Vi1 — myw? Via R Vian a1 0
Vai Vag — mow? -+ Vaan Qg 0
=1 1. (4.67)
Vani Van,2 <o Vanan — manw? asn 0
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Das ist eine verallgemeinerte Eigenwertgleichung fiir den Eigenwert w? mit dem Eigenvektor (aq, s, ...).
(Es wiire eine gewdhnliche Eigenwertgleichung, wenn m; = mg = ... = mgy.) Die Matrix D ist symmetrisch,
da ‘/;‘j = 82V/8qi8qj‘070’”_
bedeutet dies, dass es sich um ungeddmpfte Oszillationen ohne Phasenverschiebung handelt.

= Vj; gilt. Daher sind die Losungen fiir w und aji,... reell. Im Ansatz a; et

Nicht verschwindende Losungen fiir (o, as, . . .) existieren, wenn die Determinante der Matrix verschwin-

det:
(4.68)

Dies ist die Sdkulargleichung. det D ist ein Polynom 3N-ten Grades in w?. Die Gleichung hat daher 3N
Losungen fiir w?, die teilweise zusammenfallen kénnen. (Dies ergibt 6 N Losungen fiir w = +vw?, aber das
zusétzliche Vorzeichen sagt nur aus, dass wir wie beim einfachen harmonischen Oszillator fiir jede Kreis-
frequenz w > 0 zwei unabhéngige Losungen sinwt, coswt erhalten.) Die Eigenvektoren (aq,ao,...) zu den

2

Eigenwerten w® nennt man Normalschwingungen oder Eigenmoden mit der Frequenz w > 0. Jede davon ist

eine harmonische Schwingung. Die allgemeine Losung ist die Superposition der Eigenmoden.



Kapitel 5
Der starre Korper

Wir wollen jetzt die Dynamik von ausgedehnten Ko6rpern untersuchen. Ausgedehnte Korper bestehen aus
vielen Teilchen, also kénnen wir die Erkenntnisse aus Kapitel 4 anwenden. Wir interessieren uns hier aber fiir
die Bewegung des Korpers als Einheit, nicht fiir Bewegungen der einzelnen Teilchen relativ zu einander, wie in
Abschnitt 4.5. Daher nehmen wir ndherungsweise an, dass alle Absténde |7; — 7| von Teilchen konstant sind.
Diese Zwangsbedingungen (mehr dazu in Kapitel 6) definieren einen starren Kérper. In einem Korper aus N
Teilchen sind 3N Koordinaten nétig, um die Positionen aller Teilchen, also die Konfiguration, anzugeben. Wir
wollen feststellen, wie viele unabhéngige Gleichungen fiir die 3N Koordinaten durch die Zwangsbedingungen
|7 — 7| = const gegeben sind.

e Fiir N =1 haben wir iiberhaupt keine Zwangsbedingungen.
e Fiir N = 2 haben wir eine.

e Fir N = 3 haben wir drei:

1
13
12
3
2 723
e Fiir N = 4 haben wir sechs:
1
z
Y
2 3
xXr

e Fiir N = 5 sind es aber nicht 6 + 4 = 10, denn fiir das fiinfte und jedes weitere Teilchen kann man
nur jeweils drei Absténde frei withlen (dies ist eine Folge des dreidimensionalen Raumes). Daher gibt
es fiir N =5 nur 6 + 3 = 9 Zwangsbedingungen.

e Fiir allgemeine N > 5 gibt es analog 6 + (N —4) - 3 = 3N — 6 Zwangsbedingungen.

Wir nehmen N > 5 an, da ein ausgedehnter Korper sicherlich viele Teilchen enthélt. Dann reicht es wegen
der 3N — 6 Zwangsbedingungen aus, 6 Koordinaten anzugeben, um alle 3N Koordinaten festzulegen. Man
sagt, ein starrer Korper hat 6 Freiheitsgrade. Diese 6 Freiheitsgrade beschreibt man oft durch

47
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1. die 3 Koordinaten eines ausgezeichneten, korperfesten Punktes, der der Schwerpunkt sein kann, aber
nicht sein muss, und

2. 3 Winkel, die die Orientierung des Korpers im Raum beschreiben — z.B. zwei Polarwinkel, die die
Orientierung einer korperfesten Achse gegeniiber einem Inertialsystem angeben und ein weiterer Win-
kel, der die Drehung um diese Achse beschreibt. Eine andere Wahl sind die Euler-Winkel, die unten
besprochen werden.

5.1 Kinematik des starren Korpers

Im Sinne der vorigen Diskussion zerlegen wir die Bewegung eines starren Korpers in die Translation eines
korperfesten Punktes P und die Rotation um eine nicht unbedingt korperfeste (!) Drehachse durch P. (Dass
die Drehachse nicht korperfest ist, erleben Sie z.B., wenn Sie mit dem Flugzeug fliegen.) Wir betrachten zwei
Bezugssysteme

e das Laborsystem Sy, das ein Inertialsystem sei,
e das korperfeste System S mit dem Koordinatenursprung in P.

Aus Sicht von Sp habe P den Ortsvektor 7o(t). Dann gilt fiir die Darstellungen des Ortsvektors eines
korperfesten Punktes in Sp und S:
(5.1)

Fiir die Geschwindigkeit aus Sicht von Sy, gilt

. d . d

rr= | — ) =7 — | 7 2

" (dt>L g ’”(dt)f (52)
N—_——r

Ableitung aus Sicht von Sy,

Nun erinnern wir uns an die Regel aus Abschnitt 3.7: Wenn sich S gegeniiber S, mit der Winkelgeschwin-
digkeit & dreht, gilt

d d
Z) =243 5.3
(dt)L @Y (5:3)
also
- . d .
rLrOJrE%erxr. (5.4)

Hier verschwindet d7/dt, also die Geschwindigkeit des Punktes 7 aus Sicht von S, da S korperfest ist. Wir
haben die Bewegung des Punktes 7 in eine Translation von P und eine Rotation um die durch & beschriebene
momentane Drehachse durch P zerlegt.

Der Korper sei aus Massenpunkten mit der Masse m; und dem Ortsvektor 7; zusammen gesetzt. Wir
verwendet Gl. (5.4) fiir jeden dieser Ortsvektoren. Fiir die kinetische Energie gilt dann

1 . 1 . 1 . . 1
——
=M

Der zweite Term ist gleich

—

%

Es gibt nun zwei Fille:
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1. Ein Punkt des Korpers ist raumfest. Man wihlt P als den raumfesten Punkt. Es folgt

=0 Vt = =0 (5.7)

2. Kein Punkt ist raumfest. Man wahlt P im Schwerpunkt, also

—

R=0 Vvt (5.8)

In beiden Fallen verschwindet der zweite Term. Also bleibt

1. . 1 L
T = 5Mfg + 3 gmi(w X 75)? (5.9)
~— ~—

Translation Rotation

5.1.1 Der Trégheitstensor

Uns interessiert hier der Rotationsanteil, da wir den Translationsanteil bereits vollstdndig verstehen. Wegen
(@ x b)? = a2b?sin® <(@, b) = a?b?*(1 — cos? <((@, b)) = ab? — (@ - b)? gilt

1 1 1 1
TR = 5 Zmiwzfgfi Zml((ﬁf;)2 = 5 Zml(w%+w§+w§)rf—§ Zmi(wlxﬂ +CLJ2£C2'2 +W3£L'i3)2. (511)

Hier sind x;1, x;2, ;3 die Komponenten von 7;. Tk enthilt nur Terme zweiter Ordnung in wi,we, w3 (man
sagt, Tr ist bilinear in ). Daher kénnen wir schreiben

3
1
Tr=3 > Timwiwm (5.12)
l,m=1
Jin Jiz Ji3
oder dquivalent, mit der Matrix ? = | Jo1 Jog Joz |,
J31 Jz2 J33
w1
1 1
TR = §QT<?Q = i(wl,w%wg)J w2 | - (513)
w3
Durch Vergleich mit (5.11) erhdlt man
Jim = Z mi(élmff — xﬂxim) (5.14)
i

mit [,m =1,2,3. ? heifit Tragheitstensor. (In der linearen Algebra ist ,, Tensor“ eine Verallgemeinerung des
Begriffes der ,Matrix“. J ist eine Matrix. Wir bendtigen hier keine weitergehende Theorie fiir Tensoren.)
Fiir kontinuierliche Massenverteilungen miissen wir die Summe ), durch ein Integral iiber das Volumen des
Korpers ersetzen:

=
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Das Massenelement bei 7 ist dm(7) = d*r p(7') mit der Dichte p(7). Insbesondere sind die Gesamtmasse
M=) m — /d3r p(7) (5.15)
und die Tensorkomponenten
Jim = Zmi(élmf? — TiTim)  — /d?’r p(7) (ST — T10,). (5.16)
Rotiert der Kérper um eine feste Achse, beschrieben durch den Einheitsvektor 7, so ist & = wn und
Tp = %wT?w = %ﬁT?m? = %sz, (5.17)

wobei wir das Trdagheitsmoment J fiir die Rotation um die Achse in Richtung 7 eingefithrt haben. Das
Tréagheitsmoment und allgemeiner der Triagheitstensor spielen also fiir Rotationen die Rolle der trigen Mas-
se fiir Translationen, wo Tr = (1/2)Mv? gilt. Da J symmetrisch ist, hat 7 drei reelle Eigenwerte mit
zueinander senkrechten Eigenvektoren. Die Eigenwerte Ji, Ja, J3 heiflen Haupttrigheitsmomente, die Rich-
tungen der Eigenvektoren Hauptirdgheitsachsen. Wahlen wir diese als Koordinatenachsen des korperfesten
Systems S, so nimmt J die einfache Form

J 0 0
0 Jy 0 (5.18)
0 0 Js

al.

5.1.2 Steinerscher Satz

Der Tragheitstensor héngt von der Wahl des Ursprungspunktes P ab.

!
my;

U

P/
P
Hier ist 7 = A7+ 7.
Wir betrachten den Fall, dass P der Schwerpunkt und P’ ein anderer korperfester Punkt ist. Aus
=7 — AT (5.19)

folgt
Jl/m = Z mi(dl’m(f‘;)2 - .I‘;ll‘;m)
= Zmi [6lm(ﬁ — AP — (25 — Axp) X (Tim — Awm)}

= > M (61T = 20m T - AT + O AT — Zitim, + T A + ALy T i — Az A ]

?

= Z ’rn»i((slmfl2 - xilxim)
i

Jim

—201m AT - E m;7; — ATy, E m;xi — Axy E MiLim,

=0da Y, m;7;/M=R=0

+(Om AT — Az Azy) Y m; . (5.20)

(2

——
M
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Somit erhalten wir

T = Jim + MG A2 — Az Az,y). | (5.21)

Beziiglich einer festen, durch n gegebenen Achse folgt

To= W0 =S i
lm

Z Ao T + M ( Z AT Ry — Z ﬁlelemﬁm)
l

ilm m
—_———
=Ar2

= J+ M(Ar? — (A~ AP)?). (5.22)

Steht A7 senkrecht auf 7, also auf der Drehachse, so ist

| =T+ MA2 (5.23)

Das ist die iibliche Form des Steinerschen Satzes.

5.1.3 Der Drehimpuls des starren Korpers

Im Laborsystem ist der Drehimpuls

Lp= Zmif%L X L. (5.24)
Einsetzen von Gleichung (5.4) ergibt 1
Ly = Y mi(io+7) x (ro + @ x %)
= Z\;FO><7'70—|—Fo><(cDfoi)—&—Mﬁx?o+Zmiﬁx(cUxFi) (5.25)

2

1. Fall: P ist raumfest. Dann ist 7y = 0, also

Ly =Y mii x (& x ;) = L. (5.26)

2. Fall: P ist der Schwerpunkt. Dann ist R= 0, also

EL:MF0XF0+Z’/TL1’I:;X(QX7:;) (527)

L

Der erste Term ist der Drehimpuls des Schwerpunktes und i.A. nicht sehr interessant. Wir betrachten daher
nun den kérpereigenen Drehimpuls L.
Wir kénnen das doppelte Kreuzprodukt auflosen,

L= "m; [r}d— (7 D)F] . (5.28)
Die z-Komponente lautet z.B.

Ll = Zml [(7‘12 — 1’221)0(}1 — Xj1T2Wo — Zilxi3W3] . (529)

K2

Vergleich mit der Definition des Tragheitstensors ? ergibt

[=7a. (5.30)

=

Also gilt auch Tp = (1/2)87L = (1/2)& - L.
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5.2 Die Bewegungsgleichung des Kreisels

Wir bezeichnen jeden rotierenden starren Korper als Kreisel. Wir beschrinken uns auf den 1. Fall: Ein Punkt
des Kreisels sei raumfest, wir wihlen diesen als Ursprung P des Laborsystems S;, und des korperfesten
Systems S. Das ist allgemeiner als es klingt: Fiir einen Kreisel ohne explizit festgehaltenen Punkt, auf den

aber keine #ufleren Kriifte wirken, bewegt sich der Schwerpunkt gleichformig und geradlinig (M R = 0).
Das ist aber mittels einer Galilei-Transformation dquivalent zu einem ruhenden Schwerpunkt, den wir als
Ursprung P von Sy, und S wahlen kénnen.

5.2.1 Die Euler-Winkel

Die Bezugssysteme S7, und S haben also einen gemeinsamen Ursprung. S geht aus Sy, durch eine zeitabhéngi-
ge Rotation hervor. Wie erwéhnt bendtigen wir drei Winkel, um die Rotation vollstdndig zu beschreiben.
Die iibliche Wahl sind die Euler-Winkel. Das korperfeste System S mit dem Dreibein Z, ¢, 2 geht durch drei
Einzeldrehungen aus dem Laborsystem S7, mit dem Dreibein %, 4, 25, hervor:

1. Drehung um die Achse Z;, um den Winkel ¢, die neue xz-Achse nennen wir Knotenlinie.
2. Drehung um die Knotenlinie um den Winkel 6.
3. Drehung um die neue z-Achse (2) um den Winkel .

Alle Drehungen erfolgen in positiver Richtung (Rechte-Hand-Regel!).

U\ y
s
¢\ ﬁ\‘\\\ L
RSN
\ z
\
\
i " Knotenlinie

5.2.2 Die Euler-Gleichungen

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung fiir den Kreisel aufstellen. Wir wissen aus Abschnitt 4.1 schon, dass

L=M gilt. Diese Beziehung gilt allerdings nur in einem Inertialsystem, z.B. im Laborsystem Sp. Genauer

(i)Lz _ il (5.31)

schreiben wir also

Diese Bewegungsgleichung ist nicht sehr niitzlich, denn in L= ?d héngen sowohl 7) als auch & in Sy, von

der Zeit ab, also folgt
DY e+ 9 (L) s= . (5.32)
dt /), dt ),

Besser benutzen wir das korperfeste System S, in dem <7 konstant ist. Wir wissen

. d\ - dL - :
M=(2)I=% 1oxL=Ts+ax Ta. (5.33)
at), " dt
—~—~

in S
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Wir kénnen die Koordinatenachsen in S beliebig wihlen, solange sie korperfest sind. Es ist giinstig, die
Haupttréigheitsachsen zu wéhlen. Dann ist

Ji 0 0
=0 Jy O (5.34)
0 0 Js
und
M1 Jldjl w1 lel
M = Mg = J2C;}2 + | we X J2w2
M3 J3ws w3 Jaws
Jiw1 + woJzws — wzJows Jiwi + (Jg — JQ)(UQOJg
= JQCZ)Q + w3J1w1 — OJ1J3W3 = JQU:)Q + (Jl — Jg)wgwl . (535)
J3ws + wyJows — waJiws Jaws + (Jo — Jy)wiws
Die drei Komponenten dieser Vektor-Gleichung,
M, = Jiw + (J3 — JQ)CUQLUg, (536)
My = Jows + (Jl — Jg)w;),wl, (537)
Mz = Jsws+ (J2 — Jl)w1w27 (5.38)

sind die Fuler-Gleichungen.

Die Euler-Gleichungen sind Differentialgleichungen von komplizierterer Struktur als die bisher betrach-
teten, da sie nicht linear in & sind.

Zur Erinnerung: & ist die Winkelgeschwindigkeit des Korpers (und von S) gegeniiber dem Laborsystem
Sr. (Gegeniiber dem korperfesten System S rotiert der Kérper natiirlich gar nicht.) Wir haben aber bei der
Herleitung angenommen, dass & in Koordinaten des kdrperfesten Systems S gegeben ist. Das vereinfacht die
Herleitung erheblich, macht & aber recht unanschaulich.

Wir wollen letztlich die Bewegung in Labosystem S, beschreiben. Die Euler-Winkel driicken die momen-
tane Orientierung des Korpers in Sz, aus. Wir miissen herausfinden, wie die Anderung der Euler-Winkel
mit & zusammenhingt. Wir betrachten eine infinitesimale Drehung & dt. Diese setzt sich zusammen aus
infinitesimalen Anderungen der Euler-Winkel:

1. d¢ um Zp,
2. df um die Knotenlinie (diese werde mit k bezeichnet),
3. di um Z.

Also ist G dt = d¢ 21 + dO k + dip 2. Jetzt miissen wir 2, und k noch durch die Richtungsvektoren &, 4, 2 von
S ausdriicken. Wir wollen das hier nicht im Einzelnen nachvollziehen, aber man kann an der Skizze auf Seite
52 ablesen, dass gilt

k = cosyi — sinyy (5.39)
%2, = sinfsinyi + sinf cosyf + cos 3. (5.40)

= ddt = (d¢sinfsiny + dfcosy)z

+ (d¢sinfcosy — dlsiny)g
+ (decosf+dip)z. (5.41)

Damit folgen die gesuchten Gleichungen,

wi = ¢sinfsiny + 0cos, (5.42)
ws = ¢sinfcostp — Osin, (5.43)
ws = ¢cosh+ . (5.44)

Hat man also @(t) aus den Euler-Gleichungen bestimmt, kann man diese drei gekoppelten Differential-
gleichungen fiir ¢(t),0(t),v(t) 16sen. Das wird i.A. nicht einfach sein, da die Gleichungen die gesuchten
Funktionen in trigonometrischen Funktionen enthalten. Die Losung ergibt die Bewegung des Korpers im
Laborsystem.
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5.3 Der kraftefreie Kreisel

Wir betrachten hier nur den einfachsten Fall, in dem kein Drehmoment wirkt: M = 0. Dann spricht man
etwas irrefithrend vom kriiftefreien Kreisel. Schon dieser Fall ist iiberraschend komplex.
Die Euler-Gleichungen lauten hier

Jion + (J3 — J2)waws = 0, (5.45)
Jowz + (J1 — J3)wzwr = 0, (5.46)
Jaws + (J2 — Ji)wiwe = 0. (5.47)

Multiplikation mit wq,ws bzw. ws und Addition ergibt

0 = lelwl + JQWQ(;JQ + ng;gd)g + (Jg - JQ 3 + JQ — Jl) Wiwaws

d 1
= dt 2 (lel + J2w2 + J3w3)
d 1 3 d

Wir haben also den Energieerhaltungssatz wieder gewonnen, ein nicht iiberraschendes Ergebnis.
Multiplizieren wir die Euler-Gleichugnen stattdessen mit Jiwi, Jows bzw. Jsws und addieren sie, so
erhalten wir

0 = Jiwidy + Jiwetn + J2wsws + (J1Js — Ji1Jo + J. 3d3 + J3Jo — J3J1) wiwaws
d 1

= dt 2 (JEw? + J3ws + Jiw?)

- ALy Llprp_d 1, 5.49
dt2 T dt 2 dt 27 (5.49)

Also ist das Quadrat oder dquivalent der Betrag des Drehimpulses im korperfesten System S erhalten. Das
ist nicht trivial; wir wussten bisher nur, dass der Drehimpulsvektor L im Inertialsystem Sy, erhalten ist, aber
nichts tiber das System S.

5.3.1 Rotation um freie Achsen

Wir untersuchen nun, ob es vorkommen kann, dass L als Vektor in S erhalten ist, nicht nur betragsméfig.
Zu diesem Zweck nehmen wir vorldufig an, dass dies moghch ist, und priifen die Konsequenzen.

Damit L erhalten ist, miisste 0 = L= ?w gelten, also & = 0. Aus den Euler-Gleichungen folgt dann

(Jg — JQ)LL)QLdg = 0, (550)
(J1 = J3)wswr = 0, (5.51)
(J2 — Jl)W1WQ = 0. (552)

Sind Ji, Jo, J3 alle verschieden (unsymmetrischer Kreisel — fiir reale Kreisel immer gegeben), so miissen
daher zwei Komponenten von & verschwinden. (Verschwinden alle drei, so gibt es gar keine Rotation.) D.h.
die Drehachse (parallel zu &) ist parallel zu einer der Haupttragheltbachsen und damit korperfest. Wegen
L = J&ist L dann auch parallel zu derselben Achse und korperfest. L ist aber im Laborsystem Sy, erhalten.
Daher ist die Rotationsachse auch in Sy, fest.

Ist diese Bewegung stabil? Dazu betrachten wir eine Rotation, die fast um eine Haupttrigheitsachse
erfolgt. O.B.d.A. sei dies die 1-Achse. Dann nehmen wir an, dass gilt w; = w{ + Aw;, wa = Aws, w3 = Aws,
wobei (w?,0,0) = const eine Rotation um die 1-Achse beschreibt, und |Aws |, |Aws|, [Aws| < Y.

Die Euler-Gleichungen lauten néherungsweise, bis zur ersten Ordnung in Aw;,

T+ A = 0, (5.53)

JoAdg + (Jy — J3)Awzw) = 0, (5.54)
J3Ads + (Jo — J1)w)Aws = 0. (5.55)
(5.56)
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Aus der ersten Gleichung folgt Aw; = const und aus den beiden iibrigen Gleichungen

Ady — J1;2J3w?Aw3, (5.57)
Ay — J2;3J1 W Aws. (5.58)
Also
A = (Jli{?}ic(]fijl) (@)* Aws, (5:59)
I I 60

Diese Gleichungen sind entkoppelt und analog zu harmonischen Oszillatoren. Wie dort ist die Bewegung
stabil, wenn die , Kraft* riicktreibend ist, d.h. wenn gilt

(J1 = J3)(J2 — 1)

0y2
.61

oder dquivalent,
(J2 — Jl)(Jg — J1) > 0. (5.62)

Das ist der Fall, wenn Jo,J3 > Jy oder Ja,Js < Ji gilt, wenn J; das kleinste oder das grofite Haupt-
tragheitsmoment ist. Ist es dagegen das mittlere, ist die Bewegung instabil. Das kann man mit einem Quader
ausprobieren.

5.3.2 Der symmetrische Kreisel

Wir haben im letzten Abschnitt die Rotation eines kréftefreien unsymmetrischen Kreisels um eine freie Achse
untersucht. Die Losung fiir einen kréftefreien unsymmetrischen Kreisel, der nicht um eine freie Achse rotiert,
ist aufwéndig. Wir betrachten hier den einfacheren Fall des symmetrischen Kreisels mit

Ji=Jy # Js. (5.63)

(Der noch einfachere Fall des Kugelkreisels, J; = Jy = Js, ist langweilig, da immer L und ), d.h. die momen-
tane Drehachse, parallel sind.) Die ausgezeichnete Haupttriigheitsachse, hier die 3-Achse, heifit Figurenachse.
Beispiel: Ist der Korper ein Rotationskorper, so ist die Symmetrieachse die Figurenachse.

Die Euler-Gleichungen lauten

Jiwor + (3 — J1)waws = 0, (5.64)
Jiwg + (J1 — J3)wswr = 0, (5.65)
Jaws + (Ji=dpwiwz = 0. (5.66)

Offenbar gilt w3 = const =: w). Wir withlen das kirperfeste System S 0.B.d.A. so, dass w9 > 0 ist. Die ersten
beiden Euler-Gleichungen sind

Jy—J.
G — 1J 2wy = 0, (5.67)
q,_/
=:Q
Jy—J.
Gy + 1J 2wy = 0. (5.68)
\_1\,_./
=Q
Es folgt
O — Q=1 + Q%0 = 0 (5.69)
g+ Qi =+ Q%ws = 0 (5.70)

Das sind wieder Gleichungen analog zu harmonischen Oszillatoren. Der Ansatz

w1 = asin(Qt + 8) (5.71)
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erfiillt die erste Gleichung. Dann ist

we = % = acos(Q + 5). (5.72)
Insgesamt also:
asin(Qt + B)

&= [ acos(Qt+ B) (5.73)

w§

mit 7
0="2""249 (5.74)

Ji

und w), , (3 beliebig. Das ist die allgemeine Lésung, denn wir hatten drei Gleichungen erster Ordnung, die
drei unabhéngige Parameter erfordern.
Im korperfesten System S kénnen wir @ wie folgt darstellen:

@ lauft auf einem Kegelmantel, dem Polkegel, um die Figurenachse mit der Winkelgeschwindigkeit 2 um.
Q > 0 bzw. Q2 < 0 bedeuten Umlauf im positiven bzw. negativen Drehsinn.

Beispiel: Die Erde ist annihernd ein abgeflachtes (,,oblates“) Rotationsellipsoid, also J3 < Ji &~ Jo. Man
beobachtet, dass die momentane Drehachse (&) nicht mit der Figurenachse zusammenfillt. & rotiert um die
Figurenachse mit der Periode T' = 27/ &~ 433 d. Der Abstand der Achsen in Bodenhéhe ist etwa 10 m.

Nun kann man die Gleichungen aus dem vorigen Abschnitt 16sen, um die Euler-Winkel ¢(t), 0(t), ¥ (t) zu
erhalten. Das fithren wir hier nicht explizit durch, die Rechnung ist in den meisten Lehrbiichern zu finden.
Im Ergebnis rotiert die Figurenachse in Sy, auf einem Kegelmantel (Nutationskegel) um den konstanten
Drehimpuls L. Der Winkel 6, = const zwischen L und Figurenachse erfiillt tanfy = a.J;/(w3J3) und die
Winkelgeschwindigkeit der Figurenachse ist dann «/ sin 6.



Kapitel 6
Lagrange-Mechanik

Wir hatten beim starren Korper bereits Zwangsbedingungen kennengelernt: Die Absténde aller Massenpunkte
sind hier konstant, |7; — 7;| = ¢;; = const. Ein weiteres Beispiel ist ein auf einer Ebene rollendes Rad in zwei
Dimensionen:

Xz

Ein starrer Korper in zwei Dimensionen hat drei Freiheitsgrade, z.B. die Koordinaten z, y des Mittelpunktes
und den Drehwinkel ¢ einer korperfesten Achse gegeniiber der y-Achse. Das rollende Rad unterliegt aber
zwel Zwangsbedingungen:

1. Der Mittelpunkt hat immer den gleichen Abstand von der Ebene. In unserem Koordinatensystem gilt
also
Yy = yo = const,. (6.1)

2. Der Auflagepunkt des Rades gleitet nicht, ist also momentan in Ruhe. Dann gilt die Rollbedingung
i = R¢, (6.2)

die wir integrieren konnen zu
z = R¢. (6.3)

(Hier miissen wir offenbar beliebige reelle Werte fiir ¢ zulassen.)

Damit ist nur eine Grofle unabhéngig, z.B. x oder ¢. Es wire sehr niitzlich, Systeme mit Zwangsbedingungen
direkt unter Verwendung der unabhéngigen Groflen beschreiben zu koénnen, ohne von den Newtonschen
Gleichungen

mri = F+ Y F; (6.4)

J#i

ausgehen zu miissen. Auch falls gar keine Zwangsbedingungen vorliegen, wire es oft niitzlich, die Bewegungs-
gleichungen direkt in nicht-kartesischen Koordinaten oder in einem beschleunigten Bezugssystem hinschrei-
ben zu konnen. Diese Anforderungen erfiillt die Lagrangesche Formulierung der klassischen Mechanik.

Anders als die Newtonschen Bewegungsgleichungen behélt die Lagrangesche Formulierung auch auflerhalb
der klassischen Teilchen-Mechanik (Feldtheorie, Quantenmechanik) einen Sinn.

Innerhalb der klassischen Mechanik ist sie der Newton-Mechanik dquivalent, d.h. sie enthélt keine ,,neue
Physik“. Diese Aussage ist mit Vorsicht zu interpretieren: In realen Koérpern sind die inneren Kréfte F;-j
zwischen den Teilchen gar nicht klassisch beschreibbar, die makroskopische Dynamik kann aber sehr wohl
klassisch im Rahmen der Lagrange-Mechanik beschrieben werden. In diesem Fall existiert kein klassisches
System von Massenpunkten, das durch dquivalente Newtonsche Gleichungen beschrieben wiirde.

o7
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6.1 Zwangsbedingungen und Zwangskrifte

Wir definieren zunéchst zwei zentrale Begriffe: Zwangsbedingungen sind geometrische Bedingungen, die die
Bewegung einschréinken. Zwangskrifte sind die Kriifte, die in den Bewegungsgleichungen fiir die Einhaltung
der Zwangsbedingungen sorgen. Beispiele sind Auflagekriifte (Fulboden auf Schuhsohlen) und Fadenspan-
nungen (Fadenpendel).

Wenn wir ein mechanisches System mit Zwangsbedingungen durch Newtonsche Bewegungsgleichungen
zu beschreiben versuchen, stoflen wir auf zwei Probleme:

e Wir kennen die Zwangskréifte gar nicht explizit.

e Die Koordinaten der einzelnen Teilchen sind nicht unabhéngig.
Um Fortschritte zu machen, ist es sinnvoll, das Problem moglichst genau zu verstehen. Daher untersuchen
wir zunéchst, welche Typen von Zwangsbedingungen auftreten kénnen.
6.1.1 Holonome Zwangsbedingungen

Eine naheliegende Klasse von Zwangsbedingungen sind solche, die sich als Gleichungen fiir die Koordinaten
und evtl. die Zeit schreiben lassen:

fV(F17F27"'7FN7t):O (65)

fir v =1,...,p (p ist hier die Anzahl der Zwangsbedingungen dieser Form). Man unterscheidet
e holonom-skleronome Zwangsbedingungen: diese hingen nicht explizit von der Zeit ab, df, /0t = 0,
e holonom-rheonome Zwangsbedingungen: diese hingen explizit von der Zeit ab, df, /0t # 0.
Beispiele:

e starrer Korper: holonom-skleronom,
|7:;—’FJ|:C” <~ 7_’;—77] — Cij = fij(Fl,FQ,...):O (66)
miti,j=1,2,...,N, i#£j.

e Teilchen im Aufzug (das Teilchen soll nicht abheben): holonom-rheonom,

s=h(t) = 2—h(t)= f(7t)=0. (6.7)

Wt By

Alle holonomen Zwangsbedingungen reduzieren die Anzahl der unabhingigen Koordinaten. Existieren bei
N Teilchen mit 3N Koordinaten ndmlich p unabhéngige holonome Zwangsbedingungen

fo(P,. . Fnst) =0, v=1,...,p, (6.8)
so kann man p Koordinaten mittels dieser Gleichungen durch die iibrigen ausdriicken und es bleiben
S=3N-p (6.9)

Koordinaten {ibrig.
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6.1.2 Nicht-holonome Zwangsbedingungen

Das sind natiirlich gerade solche Zwangsbedingungen, die sich nicht als f, (7, 7,...7n,t) = 0 schreiben
lassen und die daher die Anzahl der Koordinaten nicht reduzieren.
(a) Eine wichtige Klasse sind Zwangsbedingungen in der Form von Ungleichungen

g(71, ..., 7N;t) > 0. (6.10)

Beispiel 1: Skispringer. Beispiel 2: Teilchen im schnell beschleunigten Aufzug. Die Beschleunigung des Aufzugs
kann h < — g sein, er beschleunigt dann mit mehr als Erdbeschleunigung nach unten, das Teilchen kann vom
Boden abheben. Also gilt nur

z>h(t) < z—h(t)=:g(t)>0. (6.11)

In beiden Beispielen ergibt sich eine Losungsmoglichkeit daraus, dass entlang der Bahn stiickweise eine holo-
nome Zwangsbedingung g = 0 gilt und stiickweise gar keine. Man kann die beiden Fille getrennt betrachten
und die Losungen aneinander setzen.

(b) Eine zweite Klasse sind Zwangsbedingungen in differentieller, nicht integrierbarer Form, also

Ofy =0y -dri+dys-dis+---+b,dt=0, v=1,...,p, (6.12)
wobei die d,, und b, selbst Funktionen von 77,...,7n,t sein konnen. ,Nicht integrierbar®“ bedeutet, dass
df, kein totales Differential ist. D.h. es gibt keine Funktion f, (7, ...,7x,t), so dass

. _0f, . _0fy Afy
== 0y = =5 ,...,b, = 6.13
a1 or a2 Ory ot ( )
gilt. Denn sonst wére
afy afy afV
0fy = == -dri+ == -dra+--- dt = df, 6.14
fo=gr At g dip o if (6.14)
doch ein totales Differential und aus df, = 0 wiirde folgen, dass
fu(f1,...,7N,t) = const (6.15)

und wir hétten doch eine holonome Zwangsbedingung.
Beispiel: rollende Kugel auf Ebene.

Wir haben eine holonome Zwangsbedingung fiir den Mittelpunkt 7 der Kugel: z = R. Die Rollbedingungen
lauten:

e in xz-Richtung: © = Rwy < dx — Rwadt =0,
e in y-Richtung: y = —Rw; & dy+ Rwidt =0,

wobei & = (w1, wa,ws) die Winkelgeschwindigkeit der Kugel im Laborsystem ist. & ist selbst i.A. zeitabhiingig
und man kann die Rollbedingungen nicht allgemein integrieren, um holonome Zwangsbedingungen zu erhal-
ten.

Anschaulich kénnen wir das verstehen: Wéren die Zwangsbedingungen integrabel, so kénnten wir von den
verbliebenen unabhéngigen Grofien z,y, ¢, 0,1 (Euler-Winkel) zwei, z.B. z, y, durch die anderen ausdriicken.
Wir wissen aber aus Erfahrung, dass das nicht geht: Wir kénnen eine Kugel so bewegen, dass sie in jeder
beliebigen Orientierung (¢, 8,) an jedem beliebigen Punkt (z,y) endet.
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6.2 Generalisierte Koordinaten

Wir beschrénken uns von nun an auf holonome Zwangsbedingungen. Bei p Zwangsbedingungen haben wir
S = 3N — p unabhingige Koordinaten. Es ist oft sinnvoll, nicht S kartesische Koordinaten in einem Iner-
tialsystem zu wéhlen. Wir wollen daher eine Formulierung der Mechanik entwickeln, die die Konfiguration
durch beliebige generalisierte Koordinaten q1,qo, - . .,qs beschreibt, die nur

o die Konfiguration eindeutig beschreiben und
e unabhéngig sein

miissen. Wegen der Eindeutigkeit gilt 7; = 7(q1,...,qs;t), firi=1,..., N.
Definition: Die Ableitungen ¢; heiflen generalisierte Geschwindigkeiten.
Definition: Der Konfigurationsraum ist die Menge aller moglichen (q,...,qs), die die Konfiguration
eineindeutig (bijekiv) beschreiben. Das muss nicht der R sein, da einige g; z.B. Winkel sein konnen.
Beispiele:

e starrer Korper: geeignete generalisierte Koordinaten sind der Schwerpunkt und die Euler-Winkel. [Fiir
mathematisch Interessierte: der Konfigurationsraum ist (isomorph zu) R?® ® SO(3), wobei SO(3) die
Gruppe der Drehungen in drei Dimensionen ist.]

e ebenes Doppelpendel:

¢1:

" P2

mo

Giinstige generalisierte Koordinaten sind ¢; und ¢3. Der Konfigurationsraum ist [0, 27[®[0, 27].

e Teilchen im Zentralkraftfeld: geeignete generalisierte Koordinaten sind die Kugelkoordinaten 7,8, ¢.
Dieses Beispiel zeigt, dass generalisierte Koordinaten auch ohne Zwangsbedingungen sinnvoll sein
konnen.

6.3 Das d’Alembertsche Prinzip

Unser Ziel ist die Herleitung der allgemeinen Bewegungsgleichung fiir die generalisierten Koordinaten ¢y, ..., gs.
Die einzige Bewegungsgleichung, die wir bisher kennen, ist Newtons 2. Axiom

mi;, =F, i=1,...,N (6.16)
(fiir konstante Massen). Davon miissen wir also ausgehen. Wir schreiben
mit; = K; + Z; (6.17)

mit der Zwangskraft ZZ und der treibenden Kraft I?, = F; — Zi. Unser Problem ist, dass wir zwar die
Zwangsbedingungen kennen, aber nicht die Zwangskréfte Z;. Da wir die Zwangsbedingungen kennen, kénnen
wir alle mit ihnen vereinbaren Bewegungen 7 (t),7(t), ... der Teilchen angeben, wissen aber noch nicht,
welche davon die richtige ist. Seien nun 7 (¢), 72(t), . .. und 7 (¢), 7(t), . . . zwei mit den Zwangsbedingungen
vertrigliche Bewegungen, die sich nur um infinitesimale Grofien

57 (t) = 71(t) — 7 (1) (6.18)

unterscheiden. Diese nennt man virtuelle Verriickungen, was, zusammen mit dem Symbol ,,§%, ausdriicken
soll, dass es micht infinitesimale Verschiebungen entlang der Bahn sind.
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Nun ist es plausibel, dass die Zwangskréfte unter virtuellen Verriickungen keine Arbeit leisten, . Z;-
073 = 0 fiir alle Zeiten t. Wir betrachten z.B. einen auf einer Oberfliche gleitenden Korper: Die Zwangskraft
ist die Normalkraft Fyy und die virtuellen Verriickungen, die ja die Zwangsbedingungen respektieren, liegen
tangential zur Oberfliche, also Z - 6F = Fy - 67 = 0. Diese Aussage ist das wichtige Prinzip der virtuellen
Arbeit,

> Zi-oi =0 vt (6.19)

Man kann dieses Prinzip nicht aus den Newtonschen Axiomen herleiten, und z.B. Kuypers bezeichnet es
deshalb als ein zusétzliches Axiom. Es ist aber eigentlich offensichtlich, dass es nicht aus den Newtonschen
Axiomen hergeleitet werden kann, weil die Newton-Mechanik das Konzept der Zwangskraft gar nicht kennt.
Man kann das Prinzip der virtuellen Arbeit als Teil der Definition der Zwangskraft fiir holonome Zwangs-
bedingungen ansehen.

Wegen ]5; =K, +Z folgt sofort das d’Alembertsche Prinzip

> (Ki—pi)-0fi=0 Vt. (6.20)

i

Wir haben damit die unbekannten Zwangskrifte aus der Beschreibung eleminiert. Allerdings kénnen wir

praktisch noch nicht viel damit anfangen, weil die 3N Komponenten der 67; wegen der p Zwangsbedingungen

nicht unabhéngig sind. Daher fiihren wir jetzt generalisierte Koordinaten ¢, go, . . ., gs ein, wobei S = 3N —p.
Aus 7 = 7F(q1,...,qs5t), i =1,..., N, folgt

s
L _dn o, or
==y g e S 6.21
" t < 8qjqj+ ot (6:21)
Jj=1
Hierin sind 07;/dq; und 07;/0t Funktionen von ¢1, ..., gs und ¢, aber nicht von ¢, ..., ¢s. Also erhalten wir

die 7; als Funktionen 75(q1,...,¢s;41,-..,4¢s;t). Diese Funktion ist linear in den ¢;. Aus Gleichung (6.21)
lesen wir ab

or; _ oF;

AR (6.22)
qu 8qj

Aus 7; = 7i(q1,...,qs;t) folgt andererseits fiir die virtuellen Verriickungen, bei denen die Zeit ja nicht

verandert wird,

N

o7y = —6q,;. 6.23

' 92::1 9, K (6.23)

Damit wird der erste Term im d’Alembertschen Prinzip

N N S o7 s
ZKi $ 0T = ZZKZ : 872«5% = ZQj5Qj (6.24)
i=1 i=1 j=1 4j j=1

mit den generalisierten Krdften
N

L7
i=1 4
Fiir konservative Kraftfelder gilt insbesondere
— oV
K; = mit V=V(#,...,7N) (6.26)

or;
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und damit v o oV
T .
Q;=— — —=——, j=1,...,5 6.27
J zz: (97"1‘ qu 8q]' ( )
Fiir konservative Kriifte sind die generalisierten Kriifte also durch die Anderungen der potentiellen Energie
mit den generalisierten Koordinaten gegeben.
Der 2. Term im d’Alembertschen Prinzip lautet

. . . OF,
DN RLEED S EED B ST A (6.28)
i i i g \ qj
Der unterklammerte Ausdruck ist
s O d(n O\ . dOn _d (. 0%\ . On
! aq]‘ - dt ! 8qj ! dt 8(]j - dt ! aqj ! 5’qj
d 3 1 59 a 1 592
- = (Zp2) o = Z2R2) . 6.29
i, (57) =2 (37) 629
Nun ist die kinetische Energie "= ".(1/ 2)m;72, also ergibt sich
. d o OT
- D - 0T = — — — — — 3 0q,. 6.30
Z;p ' zj:{dt 94; 3%} e (6.30)

Das gesamte d’Alembertsche Prinzip lautet also
. . d or or
0= (R~ )07 = o o by
U TR E

und schlie3lich

s
Z {d o B—T — Qj} dg; =0 d’Alembertsches Prinzip. (6.31)

Nun wollen wir uns hier auf holonome Zwangsbedingungen beschranken. Dann sind die Koordinaten g;
unabhéngig voneinander. Thre Variationen (virtuellen Verriickungen) d¢; kénnen also unabhingig vonein-
ander gewihlt werden. Aus dem d’Alembertschen Prinzip folgt dann, dass alle Koeffizienten verschwinden
miissen:

77_7,_623':0’ j:1775 (632)

(Z.B. konnen wir alle dg; bis auf eines gleich Null setzen. Daraus folgt, dass im d’Alembertschen Prinzip
jeder Summand fiir sich verschwinden muss.)

Wir haben jetzt ein Teilziel erreicht: Die Bewegungsgleichungen sind explizit fiir die S unabhéngigen
generalisierten Koordinaten formuliert und enthalten die Zwangskréifte nicht mehr. Bevor wir Beispiele be-
trachten, schrinken wir uns noch auf den Spezialfall konservativer Kréfte ein.

6.4 Lagrange-Funktion und Lagrange-Gleichungen

Wir haben schon gesehen, dass fiir konservative Kraftfelder gilt

ov

Q= 50 (6.33)

Auflerdem héngt das Potential nicht von den Geschwindigkeiten 7; bzw. g; ab, also gilt

oV
M— 6.34
an ( )

Mit dem d’Alembertschen Prinzip folgt

Z{i;;(T—V)—a(Z(T—V)}éqj:O (6.35)

J

J
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und fiir holonome Zwangsbedingungen

daT 0

V)—— (T-V)=0, j=1,...

i og, TV " 4,

Wir definieren die Lagrange-Funktion

oder ausfiithrlicher

L(q17"'7qs;q17""q.s;t) = T(q17"'7qs;q17""q.s;t)_V(QI7"'

Damit erhalten wir die Lagrange-Gleichungen 2. Art

d 0L 0L
————=0 fir j=1,...,S.
it 93, 0 fir j yeey S

,qs)-

63

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(Offenbar gibt es auch Lagrange-Gleichungen 1. Art. Diese sind bei nicht holonomen Zwangsbedingungen in
Differentialform niitzlich.) Die Lagrange-Gleichungen sind S Differentialgleichungen 2. Ordnung (!) fiir die
g;(t). Die allgemeine Losung enthélt demnach 2S5 freie Parameter. Wir brauchen also z.B. 25 Anfangsbedin-

gungen, um eine spezielle Losung festzulegen.
Beispiele: 1. Gleitende Perle auf gleichférmig rotierendem Draht:

)
m
r
/ wt
T
Die Zwangsbedingungen sind z = 0 und y = ztanwt. Damit ist S = 1. Eine geeignete generalisierte
Koordinate ist ¢ = r. Die kinetische Energie ist
T =2+ %) = 507 +1242), (6.40)
vgl. Abschnitt 2.1. Also ist hier
_m .9 2 2
T—E(q + ¢ w). (6.41)
Mit V =0 wird m
L=T= 5(42 + ¢*w?) (6.42)
und die Lagrange-Gleichung fiir ¢ lautet
d oL O0L d o 9
_ oY= Y2 _ 2 = md — 6.43
dt 0¢ 0Oq g T me g = ma T meg (6.43)
und schlieBlich
§=uw?q. (6.44)

Diese Gleichung ist nicht analog zum harmonischen Oszillator, da die generalisierte Kraft nicht riicktreibend

ist. Wir losen sie mit dem Ansatz g = e*. Es folgt A2 = w? und A\ = +w. Die allgemeine Losung ist

q(t) = Ae*' + Be "

(6.45)
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Z.B. fiir die Anfangsbedingungen ¢(0) = r(0) = ¢ > 0 und ¢(0) = 0 folgt A+ B =rp und A — B =0, also
A = B =ry/2 und damit
ewt + e—wt
q(t) = ro———5—— =70 coshwt. (6.46)
Die Perle bewegt sich also beschleunigt vom Ursprung fort, obwohl gar keine treibende Kraft vorhanden ist.
Die Beschleunigung muss daher aufgrund der Zwangskrifte erfolgen. Bei rheonomen Zwangsbedingungen ist
das i.A. moglich.

2. Pendel mit gleitender Aufhdngung:

Fo

Zwangsbedingungen: z; = 290 = 0, y; = 0 und (z; — 22)? + y3 — 12 = 0. Wir erhalten S = 6 — 4 = 2
unabhingige Koordinaten. Wir wéhlen ¢; = 1 und ¢2 = ¢. Dann ist

Ty = ¢ +I1sing, (6.47)
ya = lcosgs. (6.48)
Es folgt
1 .9 1 .9 .9
T = 5 M + §m2($2 +93)
1 . 1 ) ..
= 3 (my + mg)qf + 3 m2(12q§ + 21G1 G2 cos q2) (6.49)
und
V = —magl cos go. (6.50)
Also ist 1+ m m
L=T-V = 1T2 q‘f’ + 72 ZQQS + molq1¢a cos g2 + magl cos qo. (6.51)

Wir konnen jetzt sofort die Lagrange-Gleichungen fiir g1 und g2 hinschreiben. Sie lassen sich mit etwas Miihe
in geschlossener Form 16sen. Wir stellen hier nur fest, dass L gar nicht von g; selbst abhéngt, nur von ¢;.
Damit ist die Lagrange-Gleichung fiir ¢; relativ einfach:

d OL d . .
0= o4, dt [((m1 +ma2)d1 + malga cos go] . (6.52)
Also ist
(m1 + ma)d1 + malgs cos g3 = const (6.53)

eine Erhaltungsgrdfie. Diese erlauben Einsicht in das gegebene Problem und sind niitzlich bei der mathema-
tischen Losung. Wir formulieren die Aussage nun allgemein.
Definition: die Grofle

oL
;= — 6.54
Pii= g (6.54)
heifit generalisierter Impuls zu g;.
Definition: wir nennen die generalisierte Koordinate ¢; zyklisch, wenn 0L/0q; = 0 gilt. Das bedeutet, g;
ist zyklisch, wenn ¢; gar nicht in L vorkommt. Offenbar gilt fiir eine zyklische Koordinate g;
~d oL 0L d

~a 94, - 9 %pi —0=p, (6.55)

also p; = const. Der zu einer zyklischen Koordinate gehtrende generalisierte Impuls ist also eine Erhaltungs-
grofe. (Es ist sicherlich sinnvoll, die generalisierten Koordinaten so zu wihlen, dass moglichst viele oder



KAPITEL 6. LAGRANGE-MECHANIK 65

sogar alle zyklisch sind. Es existiert eine Formulierung der Mechanik, die Hamilton-Jacobi-Theorie, die diese
Idee ausnutzt.)

Beispiel: Planetenbewegung. Wie schon in Abschnitt 3.13 gesehen, sind Kugelkoordinaten hier praktisch.
Es ist

T = %(7'«2 + 72602 + 12 sin? 042) (6.56)
y o= _amM (6.57)
T
. . M
= L o= D44 r%sin? 097) + TN (6.58)
¢ ist zyklisch! Also gilt
oL :
Py = 3Ti> =mr?sin?0¢ = L, = const. (6.59)

Wegen der Kugelsymmetrie des Problems ist dann sogar L = const. Wir wihlen 0.B.d.A. 2 I Z, die Bahne-
bene ist dann die xy-Ebene. Daher ist § = 7/2 und

. M
L="202 4+ 2 + 15

5 (6.60)

Die verbleibende Lagrange-Gleichung ergibt sich sofort zu

d oL 0L d . 19
0 = %EfafamrfmmﬁJr

ymM
2

ymM

= mi—mré® + . (6.61)

r2
Hier ist nun L, = L = mr2¢ = const und damit ¢ = L/mr?. Also folgt schliellich

L? ymM
5T 2
mr T

= 0. (6.62)

Man beachte, dass wir die Bewegungsgleichung hier ohne viel Miihe erhalten.

6.4.1 Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen

Eine Motivation der Lagrange-Mechanik war, dass sie fiir beliebige generalisierte Koordinaten gilt. Dies wird
formal durch die Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen unter Punkttransformationen ausgedriickt: Wenn

d oL 0L
—— ——=0 fir j=1,...,8 6.63
For gy 0 T i=L (6.63)
gilt und eine bijektive, differenzierbare Abbildung
existiert, so gibt es eine Funktion
L'(q1, - dsidts- -2 ds3t), (6.65)
so dass ioL oL
=0firj=1,...,5. (6.66)

1 A a1
dt 9q;  Og;
Beweis: Wegen der Bijektivitét konnen wir schreiben ¢; = ¢;(q1, ..., ¢%;t). Es folgt

dq; .

) Jq; dq;  Oqg,
4 = EVA. ’ ;=
. O

R e

= 55 = 9g (6.67)

Wir beweisen hier sogar eine stéirkere Aussage, dass ndmlich L’ gleich L ist, aber ausgedriickt durch die
neuen Koordinaten ¢j, ¢;:

L'(qy, - dsiqys -5 dsit) = Lqu(ay, - dsit)s -5 q1(qs - -5 dsidhs - - -5 ds5 L), 5 t). (6.68)
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Dann gilt
oL’ <8L 8(]]‘ oL 8%)
— it ATt | 6.69
dq XJ: dq; Oq; ~ 9¢; g (669
und
oL’ oL 8qj oL aq]‘
94, Xj: d4; 04 Zj: d4; O (670
d oL d OL 8(]]' oL d qu
< = 2w, om0 94 71
Gy - > [(dt aqj) aq| 94, dt B (6.71)
——
=04;/0q;
Also folgt
d oL oL’ d OL OL] 9g;
R S D B [ 6.72
dt 8(][/ 8(]2 XJ: l:dt 8% 8qj] 8q{ ’ ( )
—_———
=0
was zu zeigen war.
Diese Forminvarianz ist eine sehr umfangreiche Symmetrie — die Abbildung (¢1,...,9s) — (41, --q%)

muss nur bijektiv und differenzierbar sein. Das ist ein riesiger Funktionenraum.

6.5 Verallgemeinerte Potentiale

Bei holonomen Zwangsbedingungen und beliebigen, nicht unbedingt konservativen, Kréften gelten die Be-
wegungsgleichungen

= ——Q; =0, (6.73)

vgl. Abschnitt 6.3. Wir hatten gesehen, dass fiir konservative Krifte die Lagrange-Gleichungen folgen, wobei
die generalisierten Krifte als Gradienten

d oV oV oV
Qi=—m e —— = —— (6.74)
dt 8qj c’)qj 6(]]‘
—~~
=0
geschrieben werden konnen.
Lagrange-Gleichungen derselben Form ergeben sich aber auch fiir allgemeinere Kréfte, ndmlich wenn ein

verallgemeinertes Potential U(qy,...,qs;4q1,---,{s;t) existiert, so dass
d oU  oU
_ _ = 6.75
QJ dt 8q] aq]‘ ( )

_—— - — — 4+ — =0 6.76
dt (9qj 8qj dt 6(]] + aq]' ’ ( )

also
d OL 0L _
dt 94;  dg;
mit der verallgemeinerte Lagrange-Funktion L =T — U.
Krifte, die nicht konservativ sind, aber (6.75) erfiillen, existieren tatsiichlich. Ein Beispiel sind homogene,
aber zeitabhingige Kraftfelder, z.B. Q1 = asinwt, was durch U = —aq; sin wt beschrieben wird. Das wohl

(6.77)

wichtigste Beispiel ist aber die Lorentz-Kraft
Fr = q(E+7x B). (6.78)
Man kann die Felder E, B durch das skalare und das Vektorpotential ausdriicken:

o
ot
x A. (6.80)

E = —V¢-— (6.79)

s
I
<
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Das verallgemeinerte Potential lautet
3
U=q(¢—7-A)=q¢— ) i,A), (6.81)

j=1

wie wir jetzt zeigen: In kartesischen Koordinaten x1, xo, x3 ist

doUu oU  dA; 96 A
R T i o DLy
B Y TR Y PO )
= qaxj q ot qil: o xl+qzl:xl axj. (6.82)
[ —
=qE;

Die letzten beiden Terme lauten in Vektornotation

—q(F-V)A + gV (i A) = g x (V x A). (6.83)
Also folgt
d oU oU -
S 2 —gE; +q(@x B); 84
i 95, o, ~ 4 Ha@x B, (6:84)

was zu zeigen war.
Zusammenfassend erhalten wir die verallgemeinerte Lagrange-Funktion fiir ein geladenes Teilchen in
einem beliebigen, orts- und zeitabhéngigen elektromagnetischen Feld:

1 . - o
L= 5 mr? + qit- A — qo. (6.85)

Das ist ein iiber die klassische Mechanik hinaus wichtiges Ergebnis.

6.6 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir hatten die Lagrange-Gleichung aus dem d’Alembertschen Prinzip erhalten, das wiederum aus den New-
tonschen Axiomen und der Definition der Zwangskréfte folgt. Das d’Alembertsche Prinzip

Z (d i-T, - (LT, - Qj) dq; = (6.86)

ist lokal fiir jeden Punkt entlang der Bahn formuliert. Wir betrachten nun ein dquivalentes Prinzip, das

global, also fiir die gesamte Bahn, formuliert ist. Wir beschrénken uns auf Systeme mit holonomen Zwangs-

bedingungen. Dazu schreiben wir ¢:= (q1, ..., qs) und nennen ¢(t) die Konfigurationsbahn des Systems.
Definition: Die Wirkung einer Konfigurationsbahn ¢(t) auf dem Zeitintervall [t1, t2] ist

Slatt)] == / "t L((t). d(). 1), (6.87)

t1

Die Wirkung ist ein Funktional, d.h. eine Abbildung einer Menge von Funktionen (hier ¢(t)) auf eine Menge
von Zahlen.

Definition: Die Konkurrenzschar ist die Menge aller Konfigurationsbahnen mit gegebenen, festen Anfangs-
und Endzeitpunkten ¢, ¢t und gegebenen, festen Anfangs- und Endkonfigurationen ¢(t1) = ¢4, ¢(t2) = qg:

M= {q(t) | qt1) = Ga A q(t2) = G} (6.88)
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~ 4+ - = =
iy
~
IS
~

Die Differenzen zwischen verschiedenen Bahnen sind wieder virtuelle Verriickungen, die §¢4a = dgg = 0
erfiillen miissen, aber sonst beliebig sind. Niitzlich sind spéter insbesondere infinitesimale Verriickungen.
Nun kénnen wir das Hamiltonsche Prinzip formulieren:

Die tatséchliche Konfigurationsbahn ¢(t) macht die Wirkung S[q(¢)] auf M extremal.

Eine dquivalente Formulierung ist: Fiir die tatséichliche Konfigurationsbahn §(t) verschwindet die Variation
von S fiir infinitesimale virtuelle Verriickungen in M:
to

68 =46 [ dtL(q(t),q(t),t) = 0. (6.89)

t1

Fiir das Funktional S entspricht das der bekannten Aquivalenz fiir Funktionen f: f(z) hat ein Extremum
< df/(dz) = 0 < df = 0. Das Symbol ,,6¢ verhilt sich im Wesentlichen wie ,,d“ fiir das totale Differential,
nur sind die Argumente der Funktionals S[g(t)] nicht Zahlen, sondern ganze Funktionen, die iiberabzéhlbar
unendlich viele Zahlen ¢;(¢) fiir alle ¢ € [t1, to] représentieren.

Wir beweisen nun die Aquivalenz zum d’Alembertschen Prinzip und illustrieren zugleich die Rechnung
mit Variationen: Es ist

(maf; — Ki) - 07 = > _(mfs - 7 — K, - 07%)

|
KMZ

i=1 i
= ST | me ko) —ma B 07, —Ry-o7 | (6.90)
- dt ~——
! =(1/2) 6i?
Wir integrieren dies iiber [t1, to]:
ta d . .. _
0= / dt th mit - OF; — %5@2 - K- m] . (6.91)
t1 f

Der erste Term ist (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

ta g . .
/t dt % Zi:mi’l“i . (S?"i = XIL: m;r; - (57‘1‘

1

2

=0, (6.92)

t

t1

da Anfangs- und Endkonfiguration festgehalten werden sollen: 67;(t1) = 07;(t2) = 0.
Es bleibt, nach Vorzeichenwechsel,

0= /m i@t {5 <Z 2?2) +3 R, 5@] _ /” it [5T + ZQjéqj]. (6.93)
t I t1

! J

=T =>25_1 Q;8q;
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Sind die Kréfte konservativ, so ist
ov
ZQjaqj = 5g; 0% =~V (6.94)

und es folgt das Hamiltonsche Prinzip:
ta to ta
o:/ T —ovi=s [ am-vy=s [ dtL=oss. (6.95)

tl tl tl

Existiert zumindest ein verallgemeinertes Potential U, so ist

d oU oU
S = 3 (G5 ) =3 5

d ou ou ou
= = XJ: afq,jaqj — j a—q,jaqj — j 8—%5% ) (6.96)
Integral ergibt Null wegen &q; (t1)=6g; (t2)=0 =—6U
Also folgt auch hier, wie zuvor,
0=3 /t T (6.97)
1

Die Lagrange-Gleichungen (2. Art) lassen sich recht einfach direkt aus dem Hamiltonschen Prinzip her-
leiten, wie wir nun zeigen wollen:

to

0=45 dtL(ql(t)7...;ql(t),...;t):/2dtéL(ql(t),...;ql(t),...;t) (6.98)

tl tl

(das Zeit-Integral und die Variation vertauschen, weil bei den virtuellen Verriickungen die Zeit festgehalten
wird; sie ist einfach ein Parameter)

t2 oL oL
_/t dt[ o0 5q]—|—za 5d; + tét} (6.99)

t ist fest
Wir integrieren im 2. Term partiell:

B d 5 t2 d d 0L
= tz +Z - tz 0t 00,
=0 weil dq;(t1)=0q;(t2)=0

2 oL d 6L
J

Nun sind die generalisierten Koordinaten fiir holonome Zwangsbedingungen unabhingig und daher sind
dq;(t),0q(t) fiir j # I zu derselben Zeit unabhéngig. Zu verschiedenen Zeiten ¢t # t’ sind dg;(t) und d¢;(t")
ohnehin unabhéngig, auch fiir j = [. Das Integral kann also nur verschwinden, wenn gilt

T =0 Vi=1,...,8 Vi€ [t,t). (6.101)

Das sind die Lagrange-Gleichungen.

Im Prinzip kénnten wir den Ballast der Newtonschen Axiome iiber Bord werfen und 6.5 = 0 als Axiom
an den Anfang der Mechanik stellen. Manche Lehrbiicher tun dies auch. Im Ubrigen ist das Hamiltonsche
Prinzip nicht nur eine sehr kompakte Formulierung der Grundlage der klassischen Mechanik, sondern auch
auflerhalb dieser anwendbar. Richard Feynman soll einmal auf die Frage nach der Weltformel ,,6S = 0“
hingeschrieben haben. Die Frage ist natiirlich, wie S konkret aussieht.
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6.7 Homogenitit der Zeit und Energieerhaltung

Hingen kinetische und potentielle Energie und damit L nicht explizit von der Zeit ab, 9L/0t = 0, so ergibt
sich offenbar dieselbe Konfigurationsbahn fiir dieselbe Anfangs- und Endkonfiguration, unabhéngig von der
Anfangszeit.

t t; + At to to + At

Wir zeigen nun, dass in diesem Fall eine Erhaltungsgrofie existiert, die Hamilton-Funktion genannt wird und
mit der Gesamtenergie verwandt ist. Es ist

oL dL oL oL
— =— - —qi+ =4 - 6.102
ot dat %:(8%%"' 04 %) ( )
Der erste Term in der Klammer wird, mit der Lagrange-Gleichung,
oL d OL
gi====1g,. 6.103
dg; <dt @Cb‘) K (6.103)

Es folgt
L  dL . .
oAl dtzaq 6 = ( Zaq ‘b) (6.104)

Wir hatten in Abschnitt 6.4 den generalisierten Impuls p; = 0L/J¢; definiert. Wir definieren auflerdem die
Hamilton-Funktion

H:=> p;i— L. (6.105)
J
Dann folgt
oL d d
LA ) g |l=-=H 1
ot dt Zj:p i dt =’ (6.106)
also wenn 0L/0t = 0 gilt, dann
dH
— =0. 6.107
I (6.107)

Es ist sehr wichtig zu beachten, dass hier eine totale Ableitung steht. Diese bedeutet, dass H = const fiir
alle Zeiten ¢ gilt. Dagegen bedeutet OL/0t = 0 nur, dass L(q, (j’,t) = L(q, (j’) ist, d.h., dass L nicht explizit
von t abhéngt. dL/dt ist i.A. nicht Null. (Als Beispiel konnen wir den freien Fall betrachten: In L =T —V
nimmt 7" mit der Zeit zu, V' dagegen ab. Die Summe, also die Gesamtenergie, ist erhalten, die Differenz, also
die Lagrange-Funktion, dagegen nicht.)

6.7.1 Das Noether-Theorem

Die Hamilton-Funktion ist also fiir L/0t = 0 eine Erhaltungsgrofie. Das folgt hier aus der Invarianz von L
unter Verschiebung der Zeit: L(t+At) = L(t). Das ist ein Beispiel fiir das wichtige Noether-Theorem: Fiir jede
kontinuierliche Symmetrie von L existiert eine Erhaltungsgréfie (hier ohne Beweis). Dies sind insbesondere:

e Homogenitéit der Zeit — Hamilton-Funktion H = const,
e Homogenitit des Raumes — Gesamtimpuls p' = const,

e Isotropie des Raumes — Gesamtdrehimpuls L = const.
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6.7.2 Hamilton-Funktion und Energie
Was bedeutet H = const physikalisch? Damit L {iberhaupt existiert, miissen
e alle Zwangsbedingungen holonom sein und

e zumindest ein verallgemeinertes Potential existieren.

71

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass 1. alle Zwangsbedingungen skleronom und 2. alle Kréfte konservativ

sind. Dann gilt fiir kartesische Koordinaten
L : or;
ri:Ti(qlw"qu) = Tzzzil

und damit

Z m;r; 7= Z m; Z or: an %(II Z,U*qujfﬂ

mit den verallgemeinerten Massen

or, or,
o= E ms; L = .
Hji : 7 8Qj aql g

Aufgrund dieser bilinearen Form von T folgt

oT
Z aq Q7 = Z <aqj ZNlleQm) q]

Im
= Z (2 Zﬂjmdm + % Zulﬂh)%‘
7 m l

Zﬂjm%@m =2T.

Jm

Andererseits gilt fiir konservative Kriifte 0V /0¢; = 0. Also ist

. oL .
H = > pij— L= 9,9~
J J

or
dg;

T+V:E.

G;—L=2T—(T-V)

(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)

(6.112)

In diesem Fall ist die Hamilton-Funktion also mit der Gesamtenergie identisch. Es gilt aulerdem 9T /9t = 0

und 0V/0t = 0, also OL/0t = 0 und dH/dt = dE/dt = 0. Somit folgt die Energieerhaltung.

Beispiel: Perle auf gleichférmig rotierendem Draht.

Y

a4y

Die Zwangsbedingungen lauten z = 0, y = x tanwt (rheonom!). Die Lagrange-Funktion ist

m
L=T= 5(‘12 + q2w2)a

(6.113)
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also 9L/0t = 0. Es folgt H = p¢g — L = const, wobei

H o= Sli-L—mi = D -
- %((f — ?w?). (6.114)
Andererseits ist die Gesamtenergie
E:T+V:T:%(42+q2w2)7é}l. (6.115)

Die Gesamtenergie ist hier nicht mit der Hamilton-Funktion identisch, da eine der Zwangsbedingungen
rheonom ist. In der Tat ist hier £ = H +mg?w? und die Hamilton-Funktion H ist erhalten, die Gesamtenergie
E aber nicht. Die Energie dndert sich, weil die Zwangskrifte Arbeit leisten.

6.8 Relativistische Mechanik

In diesem Abschnitt wollen wir die Grundideen der Mechanik im Rahmen der Speziellen Relativitdtstheorie
(SRT) untersuchen. Aus Zeitgriinden kann hier keine ausfiihrlichere Darstellung gegeben werden. Dieser
Abschnitt ist insbesondere in Féllen relevant, in denen typische Geschwindigkeiten nicht klein gegeniiber der
Lichtgeschwindigkeit ¢ sind.

6.8.1 Einsteins Postulate
Die SRT folgt i.W. aus den folgenden beiden Postulaten:

1. Die physikalischen Gesetze sind in allen Inertialsystemen gleich.
2. Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist unabhéngig von Ort und Zeit.

Diese Postulate oder Axiome horen sich harmlos an, bringen aber die nicht-relativistische Physik zum Ein-
sturz.

Postulat 1 ist, angewendet auf mechanische Gesetze, nichts Neues, sondern schon in der Newton-Mechanik
erfiillt. Das Neue ist, dass Postulat 2 (¢ = const) als physikalisches Gesetz im Sinne von Postulat 1 verstanden
wird. Postulat 2 beruht auf dem berithmten Interferenz-Experiment von Michelson und Morley (1886),
wonach ¢ in jeder Richtung relativ zur Bewegungsrichtung des Labors (d.h. der Erde) gleich ist.

Wir zeigen jetzt, dass die bisher betrachtete Mechanik den Einsteinschen Postulaten widerspricht. Wir
betrachten zwei Inertialsysteme S und S. S moge sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit v entlang der
gemeinsamen z-Achse bewegen. In S werden zwei Lichtblitze in der positiven und negativen z-Richtung
ausgesandt. Nach Postulat 2 sind ihre Geschwindigkeiten in S:

—C
L GH=10]. (6.116)
0

1=

SO OO

In Abschnitt 3.7 hatten wir gesehen, dass aus den Newtonschen Axiomen die Galilei-Transformationen
als allgemeinste Transformationen zwischen Inertialsystemen folgen. Die Galilei-Transformation liefert die
folgenden Geschwindigkeiten in S:

cC—v —C—
G = 0 |, &= 0 (6.117)
0 0
= ca = c¢c—v, c=c+v, (6.118)

falls v < c gilt. Nach Postulat 2 in Verbindung mit Postulat 1 muss aber gelten ¢; = ¢ = c¢. Wie finden also
einen Widerspruch.
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6.8.2 Die Lorentz-Transformation

Wenn wir die Einsteinschen Postulate zu Grunde legen, miissen wir die Galilei-Transformation (und letztlich
die Newtonschen Axiome) aufgeben. Was tritt an die Stelle der Galilei-Transformation?

Wir betrachten wieder zwei Inertialsysteme S und S, deren Urspriinge zur Zeit t = £ = 0 zusammenfallen
mogen. S bewege sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit ¥. Zur Zeit ¢ = 0 werde am (gemeinsamen)
Ursprung eine elektromagnetische Kugelwelle ausgelost. Dann gilt fiir die Wellenfront

inS: At = 22+yP+27 (6.119)
inS: A = 2®+y*+27% (6.120)

Die Transformation muss so erfolgen, dass beide Gleichungen erfiillt sind. Offenbar ist die Grofie
= - -y -2 =R - (6.121)

invariant, d.h. in beiden Bezugssystemen gleich, ndmlich Null. Aufgrund der Homogenitéat des Raumes und
der Zeit muss die Transformation (¢,7) — (£, T) linear sein. Wir suchen also eine lineare Transformation, die
242 _ 2 = () garantiert, dass gilt 22 — 7 = 0. Die GroBe s2 = 22 — 72 sieht dem Betragsquadrat

fiir ¢
eines Vektors (ct,z,y, z) dhnlich, nur sind einige Vorzeichen ,falsch. Wir wissen, dass das Betragsquadrat
von Vektoren unter Drehungen invariant ist, und vermuten daher, dass die gesuchte Transformation eine
verallgemeinerte Drehung ist. Wir fithren zunéchst eine niitzliche Notation ein:

—

e (a°a',a?a®) = (a°,a

4-Vektor).

) (beachte die hochgestellten Indizes) heifit kontravarianter Vierervektor (oder

o (ag,ay,as,az) = (a®, —a) heiBt kovarianter Vierervektor (4-Vektor).

e Das Skalarprodukt zweier 4-Vektoren ist definiert durch
3 3 .
> abt = al'b, =a’ —d-b. (6.122)
pn=0 pn=0

Wir lassen das Summenzeichen ZZ:O weg, iiber doppelte obere und untere Indizes soll automatisch
summiert werden (Finsteinsche Summenkonvention). Es ist offensichtlich wichtig, sorgfiiltig zwischen
oberen und unteren Indizes zu unterscheiden. Ein Ausdruck mit doppeltem oberen oder doppeltem
unteren Index ist i.A. nicht wohlgeformt, z.B. a,b,,.

e Das Betragsquadrat eines 4-Vektors ist dann
auat = (a)? —a- a. (6.123)
Beachte, dass a,a" negativ werden kann.

e Es gilt offenbar

a® 1 0 0 0 ap
al 0 -1 0 0 ay
= 124
a? 0 0 -1 0 as |’ (6.124)
a? 0 0 0 -1/ \as
also
a’ = g"”a, (6.125)
und analog
a, = guwa’, (6.126)
wobei g"” und g,,,, die Matrixdarstellung
1 0 0 0
0o -1 0 0
= A2
1o 0 -1 0 (6.127)

0o 0 0 -1

haben. g heifit metrischer Tensor oder einfach Metrik. Mit Hilfe des metrischen Tensors kénnen wir
Indizes heben oder senken, d.h. Vektoren zwischen kontravarianter und kovarianter Form umrechnen.
Waéhrend der metrische Tensor in der SRT die angegebene Form hat und insbesondere in Raum und
Zeit konstant ist, wird er in der Allgemeinen Relativititstheorie selbst zu einer dynamischen Grofe.
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Im Beispiel ist

s* = x,2" (6.128)

mit (20, 21, 2%, 23) = (ct, x, vy, 2). Die lineare Transformation von t, 7 auf ¢, 7 sei
z, = L, z,, z*=L*z". (6.129)

Es folgt
s% = z,2t = Lul’zyL“AxA = :cVLlL"L“)\x/\. (6.130)

Es soll s2 = 0 fiir alle z, mit s2 = 2,2¥ = 0 gelten. Dies erfordert
L,"LFy = «ady (6.131)

mit einem evtl. von ¢ abhéngigen Skalar o. Das Kronecker-Symbol 0% ist definiert wie iiblich, wir haben
nur darauf geachtet, den oberen Index oben zu lassen und den unteren unten. Ein beliebiges Skalarprodukt
transformiert sich dann geméfl

QHQ” = a,,LM”L”Ab’\ = aal,(SKbA = a(?) a,b”. (6.132)
Nun bewegt sich S gegeniiber S mit der Geschwindigkeit —¢. Fiir die Riicktransformation gilt also
a,b” = a(—7) Q#Q‘L. (6.133)

Aufgrund der Isotropie des Raumes darf o(7) jedoch nur vom Betrag der Geschwindigkeit ¢ abhéngen, nicht
von der Richtung. Also folgt
a,b" = [a(v)]? a,b" (6.134)

und schlieflich a(v) = +1. Die Losung —1 ist aber unsinnig, da « sicherlich stetig in ¥ sein muss und sich
fiir ¥ = 0 die identische Transformation mit L = 1 ergeben muss. Wir finden also, dass die Transformation
ganz allgemein alle Skalarprodukte a,,b" von 4-Vektoren invariant lassen muss.

Wir definieren eine allgemeine Lorentz- Transformation als eine lineare Abbildung

z, = L, x,, a"=L'ua", (6.135)

die Skalarprodukte invariant ldsst. Dann ist, wie oben gesehen, L,” L*\ = 6. Daher sind L,” und L*, die
Komponenten zweier zueinander inversen Matrizen.

Weiter sei ein Lorentz-Skalar (Welt-Skalar) eine GroBe, die unter Lorentz-Transformationen invariant ist.
Damit sind Skalarprodukte und speziell Betragsquadrate Lorentz-Skalare.

Wie sieht die Matrix L mit den Komponenten L*, aus? Wir betrachten 0.B.d.A. die Bewegung des
Bezugssystems S gegeniiber S entlang der gemeinsamen x-Achse mit der Geschwindigkeit ¢’. Es ist sicherlich
y =y und z = z. Auflerdem ist der Koordinatenursprung in der yz-Ebene willkiirlich, also sollten x und ¢
nicht von Y, z abhéngen. Damit ist

L% L% 0 0
L'y L'/ 0 0
L= 1
0 0 1 0 (6.136)
0 0 01
Also ist
¢ = LY%ect+ L%z, (6.137)
z = L'oet+ L' 2. (6.138)
Nun soll fiir alle x, ¢ gelten
AP —? = A= (LOOct + Lolx)Q — (Lloct + Lllac)2

= [(L%)? — (L'0)?] At + 2 [L°L° — LYo LY ] cta + [(L°1)? — (L*1)?] 2. (6.139)
Koeflizientenvergleich ergibt

(L%)* = (L'0)* = 1, (6.140)
L%IL° — LYWLy = 0, (6.141)
(L) — (L) = —1. (6.142)



KAPITEL 6. LAGRANGE-MECHANIK (0]

Speziell fiir den Ursprung von S gilt

v =t = %ct (6.143)

und damit
£=0=Llet+ L'z = (Llo + LH%) ct (6.144)
= LG+ Lllg =0. (6.145)

Zusammen mit den Gleichungen (6.140)—(6.142) haben wir nun 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte. Die Losung
ist

LYy=1% = —— =17 (6.146)
1%
Lly=1% = ——C = By mitf=-, (6.147)
1-% ¢
wie man durch Einsetzen bestétigt.
Also ist
vy =By 0 0
By v 00
L= 6.148
0 0 10 ( )
0 0 01
und die Lorentz-Transformation lautet
¢t = et — Pz, (6.149)
x = —fyct+yx. (6.150)

Fir v < ¢ ergibt sich v — 1,  — 0, Sc = v, also die Galilei-Transformation. Der nicht-relativistische
Grenzfall kommt also richtig heraus.

6.8.3 Eigenzeit und Vierergeschwindigkeit

Die Strategie ist jetzt: Wir miissen alle Groflen als Lorentz-Skalare oder Vierervektoren formulieren (oder
hohere Tensoren, die wir hier aber nicht brauchen), dann verhalten sie sich unter Transformationen zwi-
schen Inertialsystemen richtig. Mit Hilfe dieser Grofien formulierte Gesetze erfiillen das erste Postulat. Wir
kennen bisher den Orts-Vierervektor z#. Fiir die Lagrange-Mechanik brauchen wir zumindest noch einen
Geschwindigkeits-Vierervektor (Vierergeschwindigkeit) u*. Wie sieht dieser aus? Der Ansatz

7 dxt
ut =
dt

(6.151)

ist keine gute Idee, denn t = 2°/c ist kein Lorentz-Skalar: wir haben gerade gesehen, dass sich ¢ — ¢ unter
Lorentz-Transformationen &ndert. Damit ist dz#/dt kein Vierervektor. Wir benttigen also zunéchst einen
Skalar der Zeit. Eine verniinftige Wahl ist die Eigenzeit T, also die auf einer mitgefithrten Uhr gemessene
Zeit. Wir benotigen das Differential dr. Es ist

Adr? — 0= Adt? — da? — dy? — d2? = ds>. (6.152)

Die linke Seite der Gleichung bezieht sich auf das mitgefiihrte Koordinatensystem, in dem die Uhr natiirlich
keinen Weg zuriicklegt. (Da wir nur ein infinitesimales dr betrachten, ist unerheblich, ob das Teilchen eine
beschleunigte Bewegung ausfiihrt.) Es folgt

C2d7_2 _ Cth2 _ ’l)2dt2 — (62 _ v2)dt2 (6153)

2
= dr = Ml—%dt:@. (6.154)
¢ v

Da 7 > 1 ist, vergeht die Eigenzeit immer langsamer als die Laborzeit (Zeitdilatation). Nun kénnen wir die

Vierergeschwindigkeit
_dx*

_ e 1
= (6.155)
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als korrekten Vierervektor definieren. Es ist u# = ydz* /dt mit Komponenten

dct
0

= = = 6.156
u T =6 ( )

dF
U = 'yd—: =9 mit der gewohnlichen Geschwindigkeit /. (6.157)

Also ist
2 2 2 2 2 ¢ —v? 2

UHUM:(UO> _’l,_['l,_l::’yc -y :mzc. (6158)

Das ist offensichtlich ein Lorentz-Skalar. Da s die Bogenlinge entlang einer Weltlinie ist, ist u* = dz#/dr =
cdx* /ds Tangentenvektor an der Weltlinie.

6.8.4 Lagrange-Gleichung fiir das freie Teilchen

Um die Lagrange-Mechanik fiir ein relativistisches Teilchen zu formulieren, kénnen wir vom Hamiltonschen
Prinzip ausgehen: §S = 0. Sicherlich miissen die Wirkung S und die Lagrange-Funktion L Lorentz-Skalare
sein. Das erreichen wir durch die Definition der Wirkung

T2
S::/ dr L(2°, 2t 22, 23,00, ut u?, ud; 1) (6.159)
T1

Diese fiihrt analog zu Abschnitt 6.6 auf die Lagrange-Gleichungen 2. Art

d 0oL OL

%%—%:0, uw=0,1,2,3. (6.160)

Wie muss L fiir ein freies Teilchen aussehen?
1. L darf nicht von Orts-Vierervektor (Raum-Zeit-Punkt) z* oder von 7 abhéingen.

2. L muss ein Lorentz-Skalar sein, der nur vom Vierervektor u* abhéngt. Daher kann L nur vom Skalar
u,ut abhéngen.

3. Fiir v <« ¢ muss der nicht-relativistische Grenzfall
1
Lodt =5 mo?dt (6.161)
herauskommen, zumindest bis auf ein totales Differential.

Wir setzen, mit einer noch unbestimmten Proportionalititskonstanten «,

dt / 2
aJuutdr = ac— = ac 1—%dt
~ c

~
&
\\'
|

I
Q
Q
I
S

|
Q
<

o
QU
o+

(6.162)

irrelevantes totales Differential

Also miissen wir o« = —mec setzen und erhalten

L = —mc/uyut. (6.163)

Die Lagrange-Gleichungen enthalten Ableitungen nach Komponenten von Vierervektoren. Wir miissen kurz
diskutieren, wie diese Ableitungen definiert sind. Da sicherlich gilt

0z Ozt
@:%:...:17 (6.164)
folgt
s
ozt _ (6.165)

oxH
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(vgl. div# = 3). Dies legt nahe, dass die Ableitungen nach kontravarianten Komponenten z# einen kovari-
anten Vektor bilden, denn sonst wire der Ausdruck dz*/0x* nicht wohlgeformt. Wir schreiben also

0
und analog
0
" — _— .].
0 o, (6.167)

Man kann leicht zeigen, dass sich die d,, tatséchlich wie kovariante Komponenten transformieren: Es gilt
z, =L, z, und z"=L",z". (6.168)

Aus der Kettenregel und der zweiten Gleichung folgt

0 oz¥ 9 0
= — = — = LD _— = LV . 1
B 9xr T Qak Oxv " Qv w0y (6.169)

Wegen LALY n= 52‘ lautet die Umkehrung
0, = L,"0,. (6.170)

Vergleich mit der ersten Gleichung in (6.168) ergibt die Behauptung.
Die Komponenten von 0 und 0, lauten

. g 90 0 0 10 <
60 81 62 ad = - — —  — == -V 6.171
( ) ) ) ) 8$0 ) axl ) 8$2 7 8:1;3 c 8t7 ) ( )
o 9 90 0 10 =
—(—, =, =, —\)=(==,V). 172
(80761782783) (am078m178x278x3) (Cat,v> (6 7 )
Beachte, dass die Vorzeichen im Vergleich zu
(xO,l,l,xQ,xS) = (ct,7), (6.173)
(xo,21,29,23) = (ct,—T) (6.174)
umgekehrt sind.
Nun konnen wir die Lagrange-Gleichungen auswerten. Es ist
d 0L d 0
= — E— - ./ Vo, p
0 dr Qut M G Gun VIt
_ cigyp(dl’;up +u”df) —mci Zu,
N dr  2,/g,,u"uP N dr Z,/upup
duy,
- g 6.175
m—! (6.175)
fir p =0,1,2,3. Also folgt
u’ =~yc=rconst = = const (6.176)
und
@ =~U=const = U= const. (6.177)

Die erste Gleichung ist redundant, da v = 1/4/1 —v?/c? ist. Also finden wir ¥ = const, wie im nicht-
relativistischen Grenzfall — ein kriftefreies Teilchen bewegt sich gleichférmig und geradlinig. Newtons erstes
Axiom bleibt also in der SRT giiltig.

6.8.5 Lagrange-Gleichung fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld

Im nicht-relativistischen Fall hatten wir

—

0%+ %ﬁ-A—q¢. (6.178)

="
2
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Wir verwenden nun Gauflsche Einheiten, was fiir die relativistische Formulierung niitzlich ist. Dies fiihrt zu
dem zusitzlichen Faktor 1/¢ im 2. Term. Der 2. und 3. Term sehen schon sehr nach einem Skalarprodukt
aus. Wir definieren das Vierervektorpotential

(A07A17A27A3) = <¢a _X) (6179)
und ,raten* die relativistische Form der Lagrange-Funktion,
L =—mcu,u? — 4 u’A,. (6.180)
c
Den ersten Term hatten wir schon fiir das freie Teilchen gefunden. Die Lagrange-Gleichungen lauten dann
) _ doL oL
~ dr Qur Ok
du, qdA, q O
= — _— = — - —_— VAV
™ c dr c Oz “
du, qdA, q ,0A,
_ % g q,v _ 6.181
i c dr + c Ozt ( )
Durch Einsetzen von u,, = dz,/dr folgt
d? dA dz¥ 0A,
S s (6.182)

dr2 ¢ dr c dr Oz’
Man kann zeigen, dass fiir v < ¢ die Bewegungsgleichung mit der bekannten Lorentz-Kraft herauskommt.
Beispiel: Gleichformiges E-Feld in z-Richtung. In diesem Fall ist
E = Ez (6.183)

und eine sinnvolle Wahl der Potentiale ist ¢ = —FEz und A = 0. Dann ist E = —6(& = EZz. Es folgt
Ag=—Fx=—FEz!, A = Ay = A3 = 0 und die Bewegungsgleichungen lauten, fiir ug:
dug q dAg q o 0Ay  qF dax?

dug g dAo _ b de gk , 184
de cd7’+cu OxV c dr Y (6.184)

Es folgt
du®  duy qE dzt  qE
P e R e TR 1
dr dr me dr me Y (6.185)
Und fiir uy: oA
duy % q o040 q 0 &
_— = = =t _— == E = —— . 1
gy c dr +cu ozt e c v (6.186)
Es folgt
du! duq qF
- o710 6.187
dr dr +mc Y ( )

Wir erhalten also zwei gekoppelte Differentialgleichungen fiir u° und «!. Wenn wir jeweils eine in die andere
einsetzen, erhalten wir

d?u® qF du! B\
ar>  mec dr (mc) v (6.188)
d?ut qF du® qF 2 1
a2 mec dr (mc) v (6.189)

Wir betrachten speziell die Anfangsbedingung v(0) = 0 = u°(0) = ¢, u!(0) = u2(0) = u3(0) = 0 (,, Teilchen
in Ruhe“). Dann ist die Losung

E
00 — ccosh & 6.190
u’(T) = ccos ol ( )
1 . qk
= h—r. 6.191
u (1) = ¢sin T ( )

(Beachte zur Probe, dass wir

E E
uut = (u)? — (u')? =2 <cosh2 92 ¢ sinh? 4= 7') =c? (6.192)
me me
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erhalten, wie es sein muss.)
Weiter folgt fir die zusétzlichen Anfangsbedingungen z#(0) = 0:

T 2 E

ct=2(1) = /0 dr'u’(r') = 7:;—; sinh%T (6.193)
T 2 E

r=x'(r) = /0 dr'ut(r') = —ZL; (cosh %Jnc T— 1)

mc? 5 qF mc? qF 2
— inh® — 1-1| = — —t 1-1]. 194
. (Usm ch+ E <mc > + (6.194)

2 2
PR (;ul (‘JE) t27/1’> Y (6.195)

qF 2 \'me 2 m 2

Fiir kleine Zeiten ist dies

IR

Das ist genau die nicht-relativistische, gleichférmig beschleunigte Bewegung. Unsere Rechnung stimmt also
im nicht-relativistischen Grenzfall.
Fiir grofle Zeiten folgt dagegen

T — —t=ct (6.196)

Das Teilchen bewegt sich fiir ¢ > mc/qE praktisch mit Lichtgeschwindigkeit. Es wird aber trotz des
gleichférmigen Feldes niemals schneller als c.

x Steigung ¢




Kapitel 7

Hamilton-Mechanik

Wir haben in Kapitel 6 den sehr leistungsfihigen Lagrange-Formalismus kennengelernt. Seine Stérke beruht
v.a. auf der Forminvarianz der Bewegungsgleichungen unter fast beliebigen Transformationen der genera-
lisierten Koordinaten, ¢ — ¢'. In diesem Kapitel betrachten wir den Hamilton-Formalismus, der, wie die
Newton-Mechanik, zur Lagrange-Mechanik dquivalent ist. Warum machen wir uns also die Miihe? Das hat
mehrere Griinde:

1. Der Hamilton-Formalismus ist rechentechnisch vorteilhaft bei zyklischen Koordinaten,

2. er hat eine noch hohere Symmetrie (Invarianz) als die Lagrange-Mechanik und macht die formale
Struktur der mechanischen Gesetze klarer,

3. bei konservativ-skleronomen Systemen ist die Hamilton-Funktion gleich der Gesamtenergie und ist
somit anschaulicher als die Lagrange-Funktion,

4. der Hamilton-Formalismus eignet sich besser zum Ubergang zur Quantenmechanik und zur statistischen
Physik (die Lagrange-Mechanik eignet sich dagegen besser zum Ubergang zur relativistischen Physik
und zur Feldtheorie).

7.1 Kanonische Gleichungen

Die Hamiltonsche Formulierung geht von der Hamilton-Funktion

. . oL

H= ijqj —L mit p; = 9 (7.1)
- j

J

aus. Um partielle Ableitungen von H ausrechnen zu kénnen, miissen wir festlegen, von welchen Variablen die
Funktion H abhingen soll. Naheliegende, aber nicht zwingende, Mdglichkeiten sind ¢, ¢, t oder ¢, p,t. Dazu
betrachten wir das totale Differential

dH = > (dp;)d; + Y _ pjdd; — dL
J J
. oL oL 1 OL
-~ ;[(dpj)qﬂr%—a%dqj—.j 6| — 5
oL oL
= — 22 dg; + ¢;dp; | — — dt. 2
Z[ dq; dQJ+QJdp]:| ot d (7.2)

J
Wir erhalten dieselbe Form, wenn wir H als H(q1,...,qs;p1,...,ps;t) schreiben:

oH  oH oH
dH =3 | 55 dg; + o dpy | + S dt. .
;[8% v o, pj]+ ot (73

80
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Da die ¢1,...;p1,...;t unabhingig sind, koénnen wir die Koeflizienten gleichsetzen:
OH OL G1(6.39) d OL .
o o e 2Py 7.4
8qj 8qj dt aq] Pj ( )
OH
= = g, 7.5
310]' J ( )
OH oL
- - 7.6
ot ot (7.6)
Die ersten beiden Gleichungen bilden die kanonischen oder Hamiltonschen Gleichungen
OH
G =— firj=1,...,5, 7.7
J 8pj ( )
OH
p,j=——— firj=1,...,5. 7.8

Dies sind 2S5 Differentialgleichungen erster Ordnung, die den S Lagrangeschen (Differential-) Gleichungen
2. Ordnung dquivalent sind.

Bemerkung: Die Abbildung H = ) ;pjd; — L war gerade so konstruiert, dass aus dH die Terme in dg;
herausfallen, so dass es natirlich war, H durch ¢,...;p1,...;t auszudriicken. Man nennt ¢, ...,¢gs und
P1,---,Ps kanonisch konjugierte Variablen. Man kann H i.A. auch durch q1,...;¢1,...;t ausdriicken, wie
wir es fiir L getan haben, aber dies fithrt nicht auf einfache Gleichungen. Diese Art von Abbildung nennt
man Legendre-Transformation (in der Mathematik mit entgegengesetztem Vorzeichen definiert).

Die Gleichung 0H/0t = —0L/0t ist ebenfalls bemerkenswert. Wir wissen aus Abschnitt 6.7, dass gilt

dH oL
— = ——. 7.9
dt ot (7.9)
Also folgt
dH 0H
alt - Ji 7.10
dt ot’ (7.10)
fiir H sind partielle und totale Zeitableitungen identisch. Insbesondere gilt:
H hangt nicht explizit von der Zeit ab < H = const ist Erhaltungsgrofle.
7.1.1 Zyklische Koordinaten
Eine Koordinate g; ist gema Abschnitt 6.4 zyklisch, wenn sie in L nicht vorkommt. Dann folgt
oL
— =0 = p;=0 = p;=const=:g¢. (7.11)
(9qj
Nach den kanodischen Gleichungen ist dann aber auch
OH
=0 7.12
aqj p] ) ( )

also kommt ¢; auch in H nicht vor. Fiir zyklische Koordinaten ist der Hamilton-Formalismus besonders
niitzlich: H héngt im Prinzip von ¢; und p; ab, aber fiir zyklisches ¢; féllt ¢; heraus und p; = c; ist gar
keine dynamische Variable, sondern eine Konstante, die wir i.A. aus den Anfangsbedingungen bestimmen.
Damit kénnen wir schreiben

H=H.(q1;--yqj—1,qj+1,- i P1s- s Pj—1,Pj+1,- -3 1) (7.13)

(¢; ist hier ein Parameter dhnlich zu Massen, Ladungen usw.). Wir haben also die Anzahl der Freiheitsgrade
um 2 reduziert. Im Lagrange-Formalismus funktioniert das nicht, weil fiir zyklisches ¢q; zwar der Impuls p;
konstant ist, aber i.A. nicht die Geschwindigkeit ¢;, die in der Lagrange-Funktion auftritt.

Beispiel: Dreidimensionales Pendel.
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Die kinetische und potentielle Energie lauten

T = %(129’2 +1%sin2 0 $?), (7.14)
V. = —mglcosé, (7.15)
also ist die Lagrange-Funktion
L= %(1292 + 12 sin% 0 ¢?) + myl cos 6. (7.16)
Es folgt
oL . .
=5 = mi%) = 6= % (7.17)
und oL
=L = mi2sin?0d = d=—L2 7.18
Do = g 00 0= P sin?0 (7.18)
Damit lautet die Hamilton-Funktion
H = peb+psd— L
2 2 2 2
Py Ps Dy Po
= B - - — mglcosf
mi2 " miZsin?0  2mi® 2miZsin?0 0
2 p2
- Pp_ 4 d — mgl cos 6. (7.19)

2mi?  2mi?sin® 0
Es ist entscheidend, dass H hier durch die Impulse pg und pg ausgedriickt wurde. Wir erkennen, dass ¢

zyklisch ist. Also ist py (= L) erhalten und wird aus den Anfangsbedingungen bestimmt. Wir miissen nur
noch die Variablen 6 und py beachten. Die kanonischen Gleichungen lauten

3H_ Po

6 = Doy = i (7.20)
) OH vy -2 . L? cosf .
Py = 0 = i s cos@—mglsm@zﬁm—mglsme. (7.21)
Es folgt
Do L? cos® g .
= W = m214 Sin?’ 0 — 7 Sin 9 (7.22)

Diese Gleichung fiir 6(t) konnten wir nun 16sen, vermutlich numerisch. Man beachte, dass sich fir L, = 0
die bekannte Bewegungsgleichung fiir das ebene Pendel ergibt.

7.1.2 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Ein wichtiger Fall ist das Teilchen in einem beliebigen elektromagnetischen Feld, fiir das die verallgemeinerte
Lagrange-Funktion lautet

L:T—U:%?Q—i—q?-g—qu. (7.23)
Es folgt fiir den generalisierten Impuls, in kartesischen Koordinaten,
oL . -
p=— =mi+qA, (7.24)

or
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offensichtlich verschieden vom Impuls mi in Newtons 2. Axiom. Es folgt #* = (p— q/f) /m und damit

H = p-7—1L
- -\ 2 -
L pP—gA m [p—gqA P—qA »
= P —( ) —q “A+qo
m 2 m m
1 .
= —(p—qA)? . 7.25
5 (P = aA)" +q¢ (7.25)

Dies sieht so aus, als hiatten wir den Impuls um —qzﬁf verschoben. Diese Form der Kopplung an das Vektor-
potential (,,minimale Kopplung*) ist wichtig in praktisch allen Zweigen der Physik.

7.1.3 Forminvarianz unter Punkttransformationen

Wir hatten in Abschnitt 6.4 gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen unter bijektiven, differenzierbaren
Punkttransformationen ¢ — ¢'(¢,t) invariant sind, wobei sich die Lagrange-Funktion einfach gemif3

L(,q,t) = L@d.),qd.q’1)t) (7.26)

transformiert. Wie transformiert sich dabei die Hamilton-Funktion? Mit

oL

p; = 87%’ (7'27)

ergibt sich

6[/ 8L 8 1 8L 8(]1 6(]1
/
= E E 2
pj aqj 8 q aq aq 8(] > l (7 8)

und damit 9
q . .
ijqj /:Zpla f% I:ZPIQZ—L/ (7.29)
Jjl l
oder ausfiihrlicher

(7.0t =Y p(@, 7, 0ad, 7t — LG, 1), 4 7 1), 1)- (7.30)

Also erhalten wir H' aus H auch einfach durch Einsetzen der neuen Koordinaten und der dazugehdrigen
Impulse. Fiir die neuen Variablen folgt ganz analog zur obigen Herleitung
, OH' , OH'  OH' oL’

Wir werden aber spéter sehen, dass die kanonischen Gleichungen noch unter einer sehr viel grofleren Klasse
von Transformationen invariant sind als unter Punkttransformationen.

7.2 Die Poisson-Klammern

Wir fiihren zunéchst zwei Begriffe ein: Der S-dimensionale Raum aller moglichen ¢ heifit Konfigurations-
raum. Der 2S-dimensionale Raum aller moglichen (¢,p) = (q1,...,4s;p1, ..., ps) heit Phasenraum. (q,p)
beschreibt den Zustand des Systems eindeutig.

Sei f = f(q,p,t) eine beliebige, hinreichend oft differenzierbare Funktion (,Phasenfunktion®), die z.B.
eine MessgroBe des Systems darstellen kann. Dann ist ihre zeitliche Anderung

Of o Of ), 9f _ 3f‘9H_‘9f3H) of
Z( U B, ) ot Jz(aq; Op;  Op; 9q;) " 0t (7:32)

Der Summenausdruck hat eine bemerkenswerte Symmetrie. Wir definieren die Poisson-Klammer zweier
Funktionen f und g durch

S

{fag}z{fag}q’,ﬁzz< 77777

7.33
aL]j 6pj Bpj 6(]]‘ ( )
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Die Bewegungsgleichung (7.32) wird damit

df of
= ={fH}+ —=. 7.34
4 m+ (734
Damit kénnen wir nun die Bewegungsgleichung fiir beliebige Groflen aufstellen, egal ob sie zu den gewéhlten
kanonischen Variablen (g, p) gehéren oder nicht.
Speziell lauten die kanonischen Gleichungen nun

¢ = {e:H} (7.35)
pi = {p;, H} (7.36)
Auflerdem ergibt sich
dH OH OH
wie wir schon wissen. Weiter findet man leicht die fundamentalen Poisson-Klammern
{ai,q; = 0, (7.38)
{gi.pj} = by (7.40)

Nun wissen wir bereits, dass wir die Koordinaten ¢ fast beliebig transformieren kénnen. Der Nutzen der
Poisson-Klammern wird durch folgenden Satz untermauert: Sei (g, p) ein Satz kanonischer Variablen. Sei
(Q, P) ein anderer Satz kanonischer Variablen. Dann ist fiir zwei Phasenfunktionen F,G:

{F.G}z5=1{F.G}s 5. (7.41)

Die Poisson-Klammern sind also unabhéngig von der Wahl der generalisierten Koordinaten.
Beweis:

oOF 0G oOF 0G
(FGas = X (G 5~ 5 50)

Ly {(Zm oo o ony (50 s o0 omy (ar 00, or ony
0Qr Oq; 0Py Oq; 0Q, dp;  OPF, Op; 0Qy Op;  OPy Op;

X(aG Ql+3G3Pl>}
8Ql GQJ oR 8QJ
_ Z{ oF 0G (3Qk 0Q;  0Qk 3@1) +3i oG <3Qk oP,  0Qy 8131)

0Qr 0Q1 \ dq; Op;  p; da; )~ 0Qx OP \ Da; Op;  Op; Oy

oF 0G (8Pk 0Q, 0Py 8@;) oF 0G (8Pk 0P, 0P 8H)}

+7 - R —
0P, 0Q; \ 0¢; Op;  Op; Og; 0P, 0P, \ 0q; Op;  Op; Ogj
oF 0G oF 0G
= Z |:8Q 8@ {Qkan}qz) 6@ 8P {ka-Pl}qp
oF 0G oF 0G
+878Q { kf?Ql}(Ip ap 6P {Pk? l}qp] : (742)
Die hier benétigten Poisson-Klammern kénnen wir ausrechnen:
Qi = {Q; H}gp
_ Z (5% OH _0Q; (9H>
Oqi Opr,  Opr Oqu
- sl 0f 0Q, | 0T 0P\ _0Q, (0f 0Qu  off or, -
Oqr, \ 0Q: Op ' OP, Opk Ope \0Q:1 dq ~ OP Oqi | | '

Hier ist H die Hamilton-Funktion zu @, P; wir hatten gesehen, dass gilt H(Q,ﬁ, t) = H(q,p,t). Es ergibt
sich

Q = Z[_Pl{ijQl}qiﬁ‘f'Ql{ijpl}qTﬁ}- (7.44)

l
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Daraus folgt aber durch Koeffizientenvergleich

{Qj, Qe = 0, (7.45)
{Qj: Pap = - (7.46)
Analog erhélt man noch
{P;,Pi}s5=0. (7.47)
Einsetzen in Gl. (7.42) ergibt
oF 0G oF 0G
F o — R —_—— = F = = .4
{F.Glis=)_ [ 50: o5 % ~ ap; ag; 0| = (P Gla.p (748)

kl

was zu zeigen war. Damit konnen wir die Angabe der jeweiligen kanonischen Variablen — ¢, p oder Q, P -
fallen lassen.
Wir stellen einige Identitéiten zusammen, die leicht zu beweisen sind: Fiir alle Phasenfunktionen gilt

AL =0,

2. {f.9t =g, [},

3. {f+g,h} ={f.h} +{g,n},

4. {fg,h} = f{g,h} +{f. h}y,

AL gb Yy + (L, by, £y + {{h, £}, 9} = 0 (Jacobi-Identitit).

Damit, in Verbindung mit den fundamentalen Poisson-Klammern (7.38)-(7.40)), lassen sich die meisten
Poisson-Klammern nun algebraisch ausrechnen, ohne die darin vorkommenden Ableitungen nach g;, p; ex-

—_

ot

plizit ausfithren zu miissen.

7.2.1 Poissonscher Satz

Eine niitzliche Eigenschaft der Poisson-Klammern wird durch den Poissonschen Satz ausgedriickt: Sind F
und G Erhaltungsgréfien, so ist es auch {F, G}.
Beweis: Fiir Erhaltungsgrofien ist

dF oF
dG oG

Nach der Jacobi-Identitéit folgt

d 0
%{F,G} {{F,G},H} + a{F,G}

=0

oG OF OF oG
- - M+M - , (7.51)

was zu zeigen war. Dies fiihrt aber nicht immer zu einer neuen und interessanten Erhaltungsgrofie.

Beispiel: fiir ein Teilchen gilt

{Lma Ly} = {ypz - Zpya 2Pz — l'pz}
= {ypz,2pz} — {Yp=, ¥p=} — {20y, 202} + {2y, ¥ }
= y{pz e} + 2y, patp. + ... (7.52)

Hier sind aber nur solche Terme sind von Null verschieden, die die fundamentalen Klammern {r;,p;} oder
{p;,r;} enthalten:

{Ls, Ly} = y{p2,2}ps — 0 -0+ 2{2,p.}p,
—ypz +apy = L. (7.53)
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Sind also die z- und y-Komponente des Drehimpulses erhalten, so muss auch die z-Komponente erhalten
sein. Oder allgemeiner: es konnen nicht genau zwei Komponenten von L erhalten sein.

Formal dhnliche Beziehungen treten auch in der Quantenmechanik auf, im Zusammenhang mit dem
sogenannten Kommutator.

7.3 Kanonische Transformationen

Wir hatten gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen und auch die kanonischen Gleichungen forminvariant
unter Punkttransformationen sind. Es wurde erwéihnt, dass die kanonischen Gleichungen unter einer noch
grofleren Klasse von Transformationen forminvariant sind. Diese wollen wir hier untersuchen.

Definition: Eine Phasentransformation

QR = Q¢

1), (7.54)
P = Pi(qpt

(7.55)

’Bl ’@1

ist eine Punkttransformation im Phasenraum.
Definition: Die Phasentransformation (7, 7) — (Q, P) heiBt kanonisch, falls eine Funktion H = H(Q, P, t)

existiert, so dass gilt R 5
. OH . OH

i==—, Pi=—-—— 7.56

QJ aPJ ’ J aQ] ( )

fir j =1,...,S. In anderen Worten, eine Phasentransformation ist kanonisch, wenn die neuen Koordinaten
und Impulse ebenfalls kanonischen Gleichungen gehorchen.
Ist H dariiberhinaus gegeben durch f[(@, P, t) = H(zf(@, P, t),ﬁ((j,ﬁ, t),t), d.h. geht H aus H einfach
durch Einsetzen der neuen Variablen hervor, so heifit die Transformation kanonisch im engeren Sinne.
Beispiel: Die Transformation

Qj=-pj, Pi=yq (7.57)
ist kanonisch im engeren Sinne, denn mit H = H (13, -3, t) gilt

8Pj N (9PJ B 8qj

= —p; = Q; (7.58)
und B o
OH _OH(P,—Q,t)  0H({p,t)
9Q; IQ; 9p;

Die begriffliche Unterscheidung von Koordinaten und Impulsen wird in der Hamilton-Mechanik also fast

= —4; = —P;. (7.59)

bedeutungslos.
Wann ist eine Phasentransformation aber nun kanonisch? Eine Antwort gibt der folgende Satz: Die
Phasentransformation (g,p) — (@, P) ist kanonisch, falls gilt

dFy
ijq] H= ZP Q; — H+— (7.60)
mit einer beliebigen, hinreichend oft differenzierbaren erzeugenden Funktion

Fy = F(7,Q,t). (7.61)

Beweisidee: Wir schreiben das Hamiltonsche Prinzip um:

to to
o:a/ dth(S/ dt(ijq'j—H>, (7.62)
t1 t1 j

wobei ¢(t1) und ¢(t2) fest sind. Das soll auch fiir die neuen Variablen gelten:

0=2¢ dt(ZPQJ ) (7.63)
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mit Q(t1) und Q(t2) fest. Die Differenz lautet
t2 . ~
o:(s/ dt(ijq'j—H—ZPij—i—H). (7.64)
t1 J j

Das gilt sicherlich, falls der Ausdruck >, p;q; —H —3_; P;Q; + H gleich einer totalen Zeitableitung dF} /dt
ist. Dann ist ndmlich

/dt(Zp]q] H— ZPQ]+H)_6/ dt@
t1 ty

=5 (B (1), G(t2). 12) — F (@(t1), Gt1),11) ) = 0. (7.65)
Wie sieht die Transformation fiir gegebene Funktion F} nun aus? Es ist
8F1 8F1 8F1
dFy = dg; d — dt. 7.66
1 ;(a AT Q>+8t (7.66)
Andererseits folgt aus (7.60)
s
dFy = Z (pdej - deQj) + (I:I - H)dt (767)
j=1
Koeffizientenvergleich ergibt
OF,
. = —1 7.68
bj aqj ( )
oF,
P = — -, 7.69
J an ( )
~ oF,
H = H+— .
+ pTa (7.70)

Aus diesen Gleichungen miissen wir die alten Variablen ¢, p eliminieren, um die neue Hamilton-Funktion
H(Q, P,t) zu erhalten.

7.3.1 Aquivalente erzeugende Funktionen

Man zeigt dhnlich, dass die erzeugende Funktion auch folgende Formen haben kann:

— F F ~ F
o Iy = Fi(q,Q,t) (der obige Fall), dann ist p; = (?)q;,Pj = gQi H=H-+ %,
> B . 8F2 aFQ ~ 8F2
o [, = F5(q, P,t), dann ist p; = —aqj Q5 = —apj,H =H+ T
- A . 6F3 3F3 ~ 3F3
I =F t),d tg=———,P = JH=H+
® ' 3(p7Q7 )a ann 1st gj 6])] s 47g 8Qj 815
= F. F - F
0F4:F4(ﬁ,P,t),dannistqj: 0 %7Q] a =2 H H+%

Die erzeugende Funktion hingt also immer von einem alten und einem neuen Variablensatz ab.
Beispiele: 1. Fiir F1(q, Q,t) = — Zj ¢;Q; erhalten wir

oF; o on
pj = Bq] -Qj, Pj= 20, =gqj. (7.71)

Dies ist also die Vertauschung (bis auf das Vorzeichen) von Koordinaten und Impulsen, die wir schon ken-

nengelernt hatten.
2. Wir betrachten den harmonischen Oszillator:

P o1
H=o—+3 mwa g (7.72)
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Die generalisierte Koordinate ¢ ist offensichtlich nicht zyklisch. Es wére niitzlich, auf neue kanonische Varia-
blen @, P zu transformieren, so dass @) zyklisch ist. Dazu betrachten wir die Erzeugende

1
Fi(g, Q1) = 5 mwog” cot Q. (7.73)
Es ist
OF:
p = a—ql = Mmuwog cot @, (7.74)
oF, 1 , 1
p = _91_Z - 7.75
oQ 2 mwoq sin® Q’ ( )
~ oOF,
H = H+—=H. 7.76
+ 5 (7.76)
Es folgt
p?
= = 2muwp cot? Qsin® Q = 2muwy cos® Q (7.77)
P N——
_ cos?2 Q
T sin2 Q
= p = 2nwoPcosQ (7.78)
und
D 2P,
= = 3 7.79
mwg cot Q mwo sin @ ( )
und damit
H = wyP cos® Q + woPsin? Q = wyP. (7.80)

Nun ist @ tatséchlich zyklisch! Geméfi Abschnitt 7.1 ist dann

P= —g—g =0 = P =const=P(0) (7.81)
und .
0=TT—w = Q=wi+Qo) (7.82)
Einsetzen ergibt
B 2P(0) .
q = —_ sin(wot + Q(0)), (7.83)
P = 2mwo P(0) cos(wot + Q(0)). (7.84)

Die Losung der kanonischen Gleichungen ist also trivial geworden. Der Preis dafiir ist, dass wir die erzeu-
gende Funktion Fj finden mussten, wofiir wir noch kein Verfahren kennen. F; = (1/2)mw0q2 cot @ zu raten,
erscheint aussichtslos.

7.4 Hamilton-Jacobi-Theorie

Wir haben wiederholt gesehen, dass zyklische Koordinaten die Losung stark vereinfachen. Es wére daher
niitzlich, alle Koordinaten mittels einer kanonischen Transformation zyklisch zu machen. Noch besser wiire,
wenn auch die zugehorigen Impulse nicht in der Hamilton-Funktion H auftreten wiirden. Es erscheint kaum
glaublich, dass das moglich sein kénnte, aber es existiert tatsdchlich ein Verfahren, das genau dies erreicht.

Es sei H({,p,t) gegeben. Wir fordern mutig, dass H(Q, P,t) = 0 gelten soll. Dann sind die kanonischen
Gleichungen alle trivial:

- oH
Q; = 8TD] =0 = ;= const, (7.85)
: H

P, = O _ 0 = P;=const. (7.86)

~70;
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Wir koénnen alle (Q, 13) aus den Anfangsbedingungen bestimmen.
Es ist zweckméBig, eine erzeugende Funktion vom Typ F5(q, P,t) zu wihlen. Es soll gelten

= 0Fy
H=H+ 2 0. (7.87)

Die gesuchte Funktion F» nennt man auch Hamiltonsche Wirkungsfunktion S(q, ]3, t). Einsetzen von p; =

O0F,/0q; in (7.87) ergibt
8F2 6F2 8F2
H S oy =t — =0. .
(lha »4s; aql ) ) 8qs1 ) + ot 0 (7 88)

Das ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung. Es handelt sich im Unterschied zu allen bisher betrachteten Gleichun-
gen um eine partielle Differentialgleichung, da sie partielle Ableitungen der gesuchten Funktion Fy enthélt.
Sie ist 1. Ordnung, da nur erste Ableitungen auftreten. Dafiir gibt es leistungsfahige Losungsverfahren, die
aber iiber den Stoff dieser Vorlesung hinausgehen.

Beachte, dass die Hamilton-Jacobi-Gleichung nur die ¢~ und ¢-Abhéngigkeit von F5 betrifft, aber nicht die
ﬁ—Abhéingigkeit. Da diese durch die Gleichung nicht eingeschrénkt wird, kénnen wir die P; beliebig wahlen.
Wir wollen aber erreichen, dass P; = const gilt, also setzen wir

P =:aj =const firj=1,...,5. (7.89)

Haben wir die Hamilton-Jacobi-Gleichung gelost, so sind die neuen Koordinaten

_ OFy (g, d1)

Q,(q,a,t) Do =:fj =const firj=1,...,8. (7.90)
j

Dies sind S algebraische Gleichungen fiir S Unbekannte ¢; = ¢;(&, 5, t). Daraus erhalten wir schlie8lich die

Impulse

. OFy (T, d,t)
p;(q,a,t) = 259(1»)7 i=1,...,8 (7.91)
J

-,

und damit erhalten wir die allgemeine Losung fiir (¢, p) abhéingig von 25 freien Parametern (&, ), die wir
z.B. aus den Anfangsbedingungen bestimmen.
Beispiel: Der harmonische Ostzillator,

p° 1
Wir suchen Fs(q, P,t), so dass gilt

OF, OF,
H —,t — =0 7.93
(a520) + 5 (7.99)

1 (RN 1 ., OF
_ - < = 0. 94
2m<aq)+2mwoq+at 0 (7.94)

Wir 16sen diese Gleichung mit dem Separationsansatz Fy(q, P, t) = W(q, P) + V (¢, P):

1 oW\ 1 ., OV
- ( z =, 7.95
zm(aq)+2mw°q at (7.95)
Die linke Seite hiingt von ¢, aber nicht von t ab, die rechte von ¢, aber nicht von ¢. Damit beide fiir alle ¢, ¢
gleich sind, miissen sie beide konstant sein (P ist nur ein Parameter):

1 (dw\* 1 .,
2m(dq) +§mw0q = «a (= const) (7.96)
av

Es folgt einerseits
V = —at + const (7.98)
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und andererseits

d 2
d—W \/2ma — m2wiq? = mwy QQ —¢? (7.99)
q

= W = mwo/dq

— ¢? + const. (7.100)

Wir kénnen P beliebig konstant wéhlen und wéhlen daher P = . Dann ist

Fry(qg,a,t)=W+V = mwo/dq —q —at + const ) (7.101)
1rrelevant
Es folgt
2
Q = 22, / dg -
qz mwg

= / \/7 = arcsm <w0\/ng> —t. (7.102)

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung stellt aber sicher, dass () = const =: g ist. Wir stellen nach ¢ um:

1 /2
qg=— - sinwg(t + 3). (7.103)
wo m
Weiter ist der Impuls
8F2 dw 2 9
_ _ _ e 7.104
b dq dq e mw3 ¢ ( )
und mit ¢ eingesetzt
2a 2a0
p = mwo\/ 55— —= sin? wo(t + B)
mwg  mwg

= V2am coswy(t + S). (7.105)

Damit haben wir die allgemeine Losung gefunden, die wie erwartet zwei Parametern «, (8 enthélt. Es ist
natiirlich dieselbe Losung, die wir schon gut kennen.

Der Hamilton-Jacobi-Formalismus ist zugegebenermaflen nicht sehr niitzlich bei der Losung des ohnehin
einfachen Problems des harmonischen Oszillators. Er ist aber konzeptionell interessant: Wir haben S gewthn-
liche Differentialgleichungen 2. Ordnung (Lagrange) in 25 gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung
(Hamilton) und dann in eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung (Hamilton-Jacobi) iibersetzt. Alle
drei Formalismen sind im Wesentlichen dquivalent.



